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Introduccion

El objetivo fundamental de este Trabajo Fin de Master sobre el ”Teorema
Fundamental de Superficies y Aplicaciones” es completar la formacién en
Geometria Diferencial y Geometria de Riemann recibida a lo largo del Grado
de Matematicas y del Master en Modelizacién e Investigacién Matematica,
Estadistica y Computacion, poniendo especial énfasis en la relacion de éstas
con otras disciplinas afines como Topologia, Ecuaciones Diferenciales, Calcu-
lo de Variaciones, Fisica e, incluso, Algebra. Asimismo, pretende sentar una
sélida base para la iniciacion en investigacién de cara a futuros estudios de
doctorado.

El punto de partida es la formacion adquirida, no sélo durante los es-
tudios de Grado y Master, sino también durante la realizacién de distin-
tas actividades formativas que se detallan mas adelante. La combinacién
de estos factores ha hecho posible enfocar el tema elegido de una forma
”multidisciplinar” e incluso culminar el proceso con una incursién en la in-
vesigacion [7].

Las actividades a las que haciamos referencia previamente son el Trabajo
Fin de Grado sobre ”Geodésicas en Variedades de Riemann”, [15], y diversos
proyectos realizados a lo largo del Grado de Matematicas y del Master en
Modelizacién e Investigacion Matematica, Estadistica y Computacion, como
son el estudio en profundidad de la tesis doctoral [1], efectuado durante el
disfrute de la Beca de Colaboracién del Gobierno Vasco en el ano 2014, sobre
las ”Curvas Elésticas”; la beca de la Unidad de Formacién e Investigacion
en Mateméticas, UFI11/52 UPV/EHU, del ano 2014, en la que se estudio el
problema variacional asociado a un funcional energético de tipo cuadratico,
muy usado en técnicas de reconstruccién de imégenes en los espacios modelos
tri-dimensionales; y la beca de la Unidad de Formacién e Investigacion en
Matematicas, UFI11/52 UPV/EHU, del ano 2015, en la que se culminé el
articulo ”Hypersurface Constrained Elasticae in Lorentzian Space Forms”,
[7] ¥ que previamente necesité el estudio de Geometria Pseudo-Riemanniana.

En las siguientes lineas analizaremos los objetivos y motivaciones pa-
ra la eleccion de este tema, y a su vez indicaremos diversas relaciones con
asignaturas del Grado de Matematicas y del Master en Modelizacién e In-
vestigaciéon Matematica, Estadistica y Computacion.

Un resultado bésico de la asignatura de Geometria Local de Curvas y
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Superficies del Grado de Matematicas es el Teorema Fundamental de Curvas
en el espacio euclideo R?, en el cual se demostraba la existencia y unicidad
de curvas en R3, salvo movimientos rigidos, en términos de la curvatura y la
torsién. Més concretamente, se veia que dadas dos funciones reales £ (s) > 0
y 7(s) y una 1-forma, ds, que es la que nos induce la parametrizacién por
la longitud de arco, se conseguia determinar por completo una curva v de
R3, salvo movimientos rigidos. Es decir, esos 3 objetos determinaban las tres
funciones necesarias para definir la curva v = (y1,y2,73)-

Este hecho nos lleva al primero de los objetivos primordiales de este Tra-
bajo Fin de Master, que consiste en estudiar si existe un teorema andlogo
para superficies inmersas en R3. En otras palabras, queremos ver si exis-
ten una serie de invariantes euclideos de la superficie S, que se obtengan
mediante derivadas de la parametrizacién de S y diversas operaciones al-
gebraicas que involucren a estas derivadas, que determinen univocamente,
salvo congruencias o movimientos rigidos, a la superficie.

En una primera aproximacién a este problema cabe pensar en una com-
binacion de tres invariantes geométricos, como pueden ser la curvatura de
Gauss, K, la curvatura media, H, o las curvaturas principales, ya que la pa-
rametrizacion de la superficie viene dada por tres funciones x = (z, y, z). Sin
embargo, puede demostrarse, aunque la prueba no es sencilla, que no existen
tres de estos invariantes que determinen completamente la superficie. Una
vez desechada esta primera aproximacién, podemos pensar en la idea del
Teorema de Bonnet, donde en primer lugar se trata de buscar invariantes
que aseguren la unicidad de la superficie, de nuevo la unicidad se entiende
salvo congruencias o movimientos rigidos. En la busqueda de estos invarian-
tes, nos encontramos con dos formas cuadraticas simétricas asociadas a la
inmersién, como son la primera forma fundamental, es decir, la métrica in-
ducida en S, que es una forma cuadratica simétrica y definida positiva y de
la segunda forma fundamental.

Por otra parte, el Teorema de Bonnet trata de buscar condiciones y co-
nexiones entre dos formas cuadréticas simétricas cualesquiera (donde una
debe de ser definida positiva) para asegurar la existencia de una superficie
cuyas formas fundamentales sean precisamente esas dos formas cuadraticas.
En este apartado es donde aparecen de forma esencial las ecuaciones de
Gauss-Codazzi, a las que también se las llama ecuaciones fundamentales o
ecuaciones de compatibilidad, ya que la verificacién de estas relaciones es
la que permite asegurar la existencia de una inmersién de S en R? de ma-
nera que las formas fundamentales de la superficie coinciden con las formas
cuadraticas.

Acabamos de ver que para determinar una inmersién x = (x,y, z) de
forma unica salvo congruencias es necesario contar con dos formas cuadrati-
cas simétricas, es decir, en un principio necesitamos de seis funciones. No
obstante, deben verificarse las tres ecuaciones de Gauss-Codazzi, por lo que
se recupera la naturalidad, en el sentido de que seis funciones con tres liga-
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duras nos otorgan tres grados de libertad, que son justamente los tres grados
de libertad que se tienen en x = (z,y, 2).

Al Teorema de Bonnet se le suele llamar Teorema Fundamental de Su-
perficies, por su similitud con el caso de curvas, y a su enunciado y demos-
tracién estd dedicada la primera parte (capitulos 1 y 2) de este Trabajo Fin
de Master como indica su titulo. Para la demostracion que ofrecemos de este
teorema se necesita el criterio de Frobenius, el cual nos permite obtener un
nexo entre este trabajo y el Grado de Matematicas, especialmente con la
asignatura de Variedades Diferenciables. En la elaboracién de los capitulos
1y 2 se han usado de forma sistemética las referencias [5], [11] y [17].

Tras haber enunciado y demostrado el Teorema Fundamental de Super-
ficies en R3, podemos intentar extender nuestro primer objetivo y tratar
de generalizar este teorema. Podemos pensar por ejemplo en el problema
de la existencia y unicidad de inmersiones de hipersuperficies M™ C R*+!,
donde los resultados son analogos a los del espacio tri-dimensional. También
podemos ampliar la codimensién y estudiar el problema de la existencia y
unicidad de subvariedades de un espacio euclideo, M™ C R™ para m > n. En
este caso, ademads de las ya mencionadas ecuaciones de Gauss-Codazzi apare-
ce otra ecuacion fundamental, la ecuacién de Ricci, que es trivial para el caso
de hipersuperficies. Finalmente, el caso més general consistird en estudiar
condiciones que garanticen la existencia y unicidad de inmersiones de una
variedad dada N en otra variedad de Riemann M™, m > n. Para obtener
resultados similares a los anteriores, en este iltimo caso es esencial imponer
que la curvatura seccional de la variedad ambiente M ™ (c) sea constante, ya
que sin esta restriccion se necesitaria aplicar condiciones geométricas sobre
el tipo de inmersion para poder obtener resultados razonables.

En un primer momento la intencién era incluir en este Trabajo Fin de
Master la demostracion del Teorema Fundamental de Subvariedades en el
caso mas general que acabamos de mencionar. No obstante, a pesar de que en
un principio asi se hizo, con objeto de no sobrepasar unas dimensiones razo-
nables y primordialmente, de buscar aplicaciones a la Geometria Diferencial
clasica que mostraran conexiones entre ésta y otros campos fundamentales
como las Ecuaciones Diferenciales, Calculo de Variaciones, Fisica,... se ha
decidido limitar el trabajo al caso de superficies, aunque se ha reservado un
apéndice donde se presenta lo necesario para adentrarse en la demostracion
general. Para poder entender el contenido de ese apéndice se necesita pre-
sentar las formas de conexién de Cartan que son un recurso muy util para
el estudio de la Geometria de Riemann mediante formas diferenciales. Nos
aparece aqui una nueva conexién, en este caso del Master en Modelizacién e
Investigacién Matematica, Estadistica y Computacién con la asignatura de
Geometria de Variedades, en la parte de Geometria de Riemann.

De hecho, las formas de Cartan que introduciremos en el primer capitulo,
nos seran de gran utilidad también a la hora de establecer una equivalencia
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entre el Teorema Fundamental de Superficies de R? y unos teoremas de es-
tructura en Grupos de Lie, asi, en el capitulo 2, utilizaremos estas formas
diferenciales para enunciar las ecuaciones de estructura de SO(3). Recorde-
mos que las dlgebras de Lie son estudiadas en la asignatura de Grupos y
Representaciones del Master de Modelizacién e Investigacion Matematica,
Estadistica y Computacion, lo que nos muestra una vez més la relacién entre
el tema tratado en esta memoria y otras areas cubiertas en el Master.

Recapitulando, hemos visto que es posible obtener un resultado similar
al Teorema Fundamental de Curvas en el espacio euclideo, para el caso de su-
perficies de R3. En este teorema aparecen las ecuaciones de Gauss-Codazzi,
que son las ligaduras que deben verificar las formas cuadraticas para poder
asegurar la existencia de superficie. Estas ecuaciones de Gauss-Codazzi son
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que suele ser dificil de mane-
jar y de resolver. Para conseguirlo, muchas veces suelen imponerse requisitos
o caracteristicas geométricas sobre la superficie .S, como, por ejemplo, que
se trate de una superficie minimal, H = 0; que la curvatura de Gauss, K,
sea constante; que la curvatura media, H, sea constante; que sea una super-
ficie de Hasimoto,... con el d&nimo de que estas caracteristicas nos permitan
elegir localmente un sistema de coordenadas adecuado donde las ecuaciones
de Gauss-Codazzi se simplifiquen o incluso se reduzcan en ntmero.

En este proceso de simplificacién de las ecuaciones de Gauss-Codazzi
aparecen, a menudo importantisimas conexiones con otros temas clédsicos.
Por ejemplo, se pueden relacionar las superficies minimales, H = 0, con
las funciones arménicas, que son solucién de Ax = 0, ya que el Laplaciano
de la parametrizaciéon de cualquier subvariedad del espacio Euclideo es un
miltiplo de la curvatura media, H. Un segundo ejemplo, en el que estare-
mos especialmente interesados en el capitulo 3, muestra la relacion entre las
ecuaciones de Gauss-Codazzi y algunas ecuaciones de tipo solitén, es decir,
ecuaciones en derivadas parciales que admiten soluciones de tipo solitén. Es-
tas ecuaciones en derivadas parciales notables tienen gran interés en la Fisica
y en la teoria de Ecuaciones Diferenciales, lo que nos permite relacionar este
trabajo fin de master con la asignatura de Ecuaciones en Derivadas Parcia-
les del Master de Modelizacién e Investigacién Matematica, Estadistica y
Computacion.

Por ejemplo, si consideramos una superficie de R? con curvatura de Gauss
K = —1, las ecuaciones de Gauss-Codazzi asociadas a las coordenadas de
lineas de curvatura se corresponden con la ecuacién Sine-Gordon. Debemos
aclarar aqui que la ecuacién Sine-Gordon admite soluciones globales, sin
embargo, estas soluciones globales dan lugar a superficies con singularidades,
como es el caso de la pseudoesfera, ya que en caso contrario contradiria el
Teorema de Hilbert, que asegura la inexistencia de superficies completas con
curvatura de Gauss negativa y constante en R3, y que fue analizado en el
Grado de Matematicas en la asignatura de Geometria Global de Curvas y
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Superficies.

Andlogamente, si estudiamos las superficies con curvatura media cons-
tante, H = cte, obtendremos una relacién con la ecuacién Sinh-Gordon. Y
como ultimo ejemplo, si consideramos las superficies de Hasimoto, determi-
nadas por su evolucién bajo la ecuacién de induccién localizada (LIE), se
puede establecer una relacién con la ecuacién de Schrodinger no lineal.

En el tercer capitulo, se estudiaran con maés profundidad dos de estos
ejemplos, las superficies con curvatura de Gauss K = —1 y las superficies
de Hasimoto. En particular, se establecera una correspondencia entre las
soluciones de la ecuaciéon de Sine-Gordon y las superficies pseudoesféricas
(K = —1). Ademds, se demostrard que las ecuaciones de Gauss-Codazzi
de una superficie de Hasimoto, con respecto a un sistema de coordenadas
geodésico, no son otra cosa que las ecuaciones de Da Rios [7], y se ve que me-
diante la curvatura compleja o transformacién de Hasimoto introducida en
[8], éstas se relacionan con la ecuacién de Schrodinger no lineal. Por tltimo,
veremos que tanto las curvas elasticas [1] y [13], como las varillas elasti-
cas de Kirchhoff [12] proporcionan soluciones de la ecuacién de induccién
localizada (LIE), por congruencia mas deslizamiento, y permiten construir
superficies de Hasimoto [7], [12] y [13].

Aunque las soluciones de tipo solitén no son objetivo de esta memoria,
debemos anadir que a pesar de que han sido objeto de gran interés entre
los matematicos recientemente, desde el siglo XIX, los geémetras estudiaron
ecuaciones de Gauss-Codazzi que dan lugar a ecuaciones solitén (aunque no
eran reconocidas por este nombre) y contribuyeron a su desarrollo mediante
el diseno de transformaciones para construir soluciones a las ecuaciones de
Gauss-Codazzi a partir de otras soluciones. A estas transformaciones se las
llama transformaciones de Backlund [16], [18] y [19].






Capitulo 1

Ecuaciones Fundamentales

La teoria de subvariedades es un campo dentro de la geometria diferencial
tan amplio como ella misma, ya que ambas comienzan con la teoria de curvas
y superficies en R3. En 1827, Gauss demostré que la geometria intrinseca de
una superficie de R? depende solo de la métrica inducida. En 1854, Riemann
introdujo las variedades n-dimensionales, las variedades de Riemann y el
concepto de curvatura. En 1956, el famoso teorema de embebimiento de
Nash, que dice que toda variedad de Riemann puede ser isométricamente
embebida en un espacio euclideo de dimensién suficientemente grande (para
més detalles puede consultarse [5] o [14]), fue formulado con la esperanza de
que el hecho de que toda variedad de Riemann se pueda considerar como una
subvariedad de Riemann permitiria usar las propiedades extrinsecas como
ayuda para el estudio de las propiedades intrinsecas.

En este primer capitulo vamos a introducir las superficies desde el punto
de vista de teoria de subvariedades. Es decir, se van a considerar como
inmersiones isométricas de una variedad de Riemann 2-dimensional en otra
variedad de Riemann. Para ello definiremos los objetos basicos que aparecen
al estudiar las subvariedades, y estudiaremos algunas propiedades esenciales
haciendo especial hincapié en las ecuaciones fundamentales, ya que tendran
una importancia vital a lo largo de toda la memoria. La informacién de este
capitulo esta sacada de [5] y de [17].

1.1. Swubvariedades de Riemann

Como acabamos de decir, en primer lugar debemos estudiar los conceptos
bésicos sobre la teoria de subvariedades de Riemann. Con ese fin, en esta
seccion se pretenden presentar todos aquellos objetos que serdan necesarios
para poder desarrollar el trabajo.

Definicion 1. Una inmersion es una aplicacién diferenciable entre varieda-
des diferenciables cuya aplicacién diferencial es inyectiva en todo punto. Sea
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(M, g) una variedad de Riemann de dimensién m, M una variedad diferen-
ciable de dimensiéon n, y ®: M — M una inmersién, definimos la métrica
inducida sobre M mediante,

g = o*G. (1.1)

Sea (M, g) una subvariedad inmersa de (M, §), si g es la métrica inducida
por § diremos que la aplicacién ®: M —» M es una inmersidn isométrica.
Si @ es una inmersién isométrica, entonces se dice que M es una subvarie-
dad inmersa de Riemann de M. La variedad M se denominard en adelante
variedad ambiente, o también espacio ambiente.

Observaciéon 1. Como toda inmersién es localmente un embebimiento, y
nuestros calculos seran locales, podemos suponer que M es una subvariedad
embebida de Riemann y, generalmente para aligerar la notacion identificare-
mos M con ®(M). También, denotaremos indistintamente a la métrica por,

g=9g= <7 >
Sea (M, g) una subvariedad de Riemann de (M, §). El conjunto,
TM|y= | T,M
peEM

es un fibrado vectorial sobre M. Lo llamaremos fibrado ambiente tangente
sobre M. Todo campo de vectores diferenciable en M se puede restringir a
una seccién diferenciable de TM|y;. Y reciprocamente, toda seccién diferen-
ciable X de TM |ar se puede extender localmente a una seccion diferenciable
de TM. Esta claro que usando § en cada p € M, el espacio ambiente tan-
gente TpM se descompone como la suma directa ortogonal,

T,M = T,M & N,M. (1.2)
Llamamos espacto normal en p con respecto a g a N,M = (TpM)L.

N H

Figura 1.1: Espacio Normal.
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Andlogamente a la construccién del fibrado tangente, podemos construir
el fibrado normal de M,
NM = | J N,M.
peEM

Una vez introducidos estos conceptos, nos proponemos relacionar la cone-
xién de Levi-Civita de la variedad de Riemann (M, g), V con la de (M, §), V.

Usando (1.2) podemos descomponer el operador derivada covariante de
M en los puntos de M en sus componentes tangencial y normal de la si-
guiente forma,

VxY = (VxY) " + (VxY)t,

donde X,Y € x(M) (los campos de vectores tangentes a M) y las extensio-
nes locales de X,Y a campos de M se denotan por las mismas letras.

Definicion 2. Definimos la sequnda forma fundamental de M como la apli-
cacion, IT:x(M) x x(M)— N (M) dada por,

II(X,Y) = (VxY)*,

donde X,Y son extensiones arbitrarias a M y N (M) representa el conjunto
de los campos de vectores normales a M.

AS}

Figura 1.2: Segunda Forma Fundamental.

Teorema 1.1.1. La segunda forma fundamental verifica las siguientes pro-
piedades,

1) Independencia de las extensiones de X eY .

2) Bilinealidad sobre C*°(M).

3) Simetria en X eY.

Demostracion. Demostraremos primero que la simetria de I1 viene de la
simetria de V. Consideramos los campos X, Y que estan extendidos arbitra-
riamente a M. Entonces,

II(X,Y)-II(Y,X) = (VxY - VyX)!t = [X,Y]".
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Ademsds, como X e Y son tangentes a M en todo punto de M, también lo
es el corchete de Lie. Entonces, [X, Y]+ =0y I es simétrica.

El hecho de que @XY|p dependa solo de X, induce inmediatamente la
independencia de las extensiones.

De hecho, por ser local, también se concluye que II(X,Y’) es lineal sobre
C>®(M) en X, y por tanto usando la simetria es bilineal. O

El siguiente resultado relaciona ambas conexiones de Levi-Civita,

Teorema 1.1.2 (Férmula de Gauss). Si X,Y son extensiones arbitrarias a
campos de vectores en M, la siguiente formula es cierta sobre M,

VxY =VxY +II(X,Y). (1.3)

Demostracion. Por la definicién de segunda forma fundamental y la obser-
vacion previa, es suficiente ver que (@ xY)T = VxY en todos los puntos de
M.

Empezaremos definiendo la aplicacién, VT : x(M) x x(M) — x(M) me-
diante, VLY = (VxY)T donde X,Y estén arbitrariamente extendidos a
M.

Es facil ver que V' es una conexién en M. Por tanto, si conseguimos de-
mostrar que es simétrica y compatible con la métrica g, por la unicidad de
la conexion de Levi-Civita en M, tendremos la igualdad.

Para ver la simetrfa, utilizaremos el hecho de que V es simétrica y que el
corchete de Lie [X,Y] es tangente a M,

VY —ViX = (VxY -V X)" = [X,Y]" = [X,Y].

Por 1dltimo, para comprobar la compatibilidad con la métrica, sean X,Y, Z €
X(M) extendidos a M arbitrariamente. Utilizando la compatibilidad de V
con g, se sigue que,

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ) = (VxY) ', Z) + (Y, (VxZ) ") =
= (VXY Z) + (Y, VxZ).
Luego, V' es comptaible con g y simétrica, es decir, por unicidad

vVi=V. O

A continuacién, veremos que a pesar de que la segunda forma funda-
mental se haya definido en términos de la derivada covariante de campos de
vectores tangentes a M, también se puede emplear para evaluar derivadas
covariantes de campos de vectores normales.

Supongamos que X € x(M)y N € N (M) se extienden arbitrariamente
a M, entonces se verifica, la Férmula de Weingarten,

VxN = —AxX + DxN (1.4)
donde —AnxX = (VxN)T y DxN = (VxN)*.
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Definicion 3. Llamamos endomorfismo de Weingarten a menos la parte
tangencial en la férmula de Weingarten, Ay. Y definimos la conexion en el
fibrado normal como la aplicacién D: x(M) x x(M) — N (M) dada por,
DxN = (VxN)*.

Observacion 2. La conexién en el fibrado normal es una conexién afin.

Teorema 1.1.3 (Ecuacién de Weingarten). Supongamos que X,Y € x(M)
y N € N(M). Cuando se extienden X,Y, N arbitrariamente a M, se verifica
la siguiente igualdad en los puntos de M,

(VxN,Y) = —(N,II(X,Y)). (1.5)

Demostracion. Sabemos que (N,Y) se anula en M y que X es tangente a
M, por tanto,

0=X(N,Y)=(VxN,Y)+ (N,VxY) =
= (@XN,Y> +(N,VxY +II(X,Y)) = <@XN, Y)+ (N, [I(X,Y)).
Tal y como queriamos demostrar. O

Utilizando la férmula de Weingarten (1.4), se puede simplificar la ecua-
ci6n de Weingarten (1.5),

(N,II(X,Y)) = —(VxN,Y) = (ANX,Y).

Y de la simetria de I se deduce que el endomorfismo de Weingarten Ay es
autoadjunto.

En lo que sigue, vamos a detallar las ecuaciones fundamentales de subva-
riedades, demostrando cada una de ellas. Empezaremos con una definicién
para poder simplificar la notacién, esta definicién cobrara més sentido cuan-
do tratemos de generalizar el teorema fundamental, ya que necesitaremos
definir una nueva conexién, que quedara definida por la siguiente propiedad,

Definicion 4. Definimos la conezxion de Van Der Warden-Bortolotti como,
VxII(Y,Z)=DxII(Y,Z) - II(Y,VxZ)—1I(VxY,Z), (1.6)
donde X,Y, Z € x(M).

Observacién 3. Como todas las operaciones que vamos a realizar son lo-
cales, podemos extender los campos de vectores tangentes a la subvariedad
de forma arbitraria, y los denotaremos por la misma letra.

Observacién 4. Debemos recordar, que nuestro convenio para definir el
homomorfismo de curvatura de Riemann es,

Y entonces, Rm(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T).
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La ecuacién de Gauss nos relaciona la curvatura de la subvariedad con
la de la variedad ambiente, mediante las formas fundamentales.

Teorema 1.1.4 (Ecuacién de Gauss). Sea M una subvariedad de Riemann
de M. Entonces, para cualesquiera campos de vectores X,Y, Z,T tangentes
a M, tenemos,

Rm(X,Y,Z,T) = Rm(X,Y, Z,T)—

—(II(X, 2), [1(Y,T)) + (II1(Y, Z), [1(X, T)). (1.7)

Demostracion. Consideramos que los campos X,Y, Z, T estan extendidos
arbitrariamente a campos de vectores en M tangentes a M en los puntos de
M. Entonces,

R(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ + VixyZ =

=Vy(VxZ+1I(X,2)) - Vx(VyZ+I1I(Y,2))+ VixyZ+11([X,Y], Z),

donde se ha aplicado la férmula de Gauss. Ahora, por linealidad de la cone-
xién de Levi-Civita,

R(X,Y)Z =VyVxZ+VyIlI(X,Z)—VxVyZ —VxII(Y,Z)+
+Vixy1Z +1I([X,Y],Z) = R(X,Y)Z + II(Y,VxZ)+
+VyII(X,Z) - 1I1(X,VyZ) = VxII(Y,Z) + 11([X,Y], Z).

Entonces, teniendo en cuenta que T' € x (M),
Rm(X,Y,Z,T) = Rm(X,Y, Z,T) + (VyII(X,Z),T) — (VxII(Y,Z),T),
donde al aplicar la ecuacién de Weingarten, demostramos el enunciado. [J

La ecuacién de Codazzi nos dice que es Rm(X,Y, Z,T) cuando uno de
estos campos de vectores estd en N (M). Cuél de todos no importa, por las
simetrias de la curvatura.

Teorema 1.1.5 (Ecuacién de Codazzi). Sea M wuna subvariedad de Rie-
mann de M. Entonces, si X,Y,Z € x(M),

(R(X,Y)Z)" = (Vy I1)(X, Z) = (VxID)(Y, 2), (18)
donde V representa la conexidn de Van Der Warden-Bortolotti (1.6).

Demostracion. Teniendo en cuenta la demostracién anterior, es facil ver que,
(R(X,Y)Z)t =DyII(X,Z) - DxII(Y,Z)+

HII(Y,VxZ) — II(X,VyZ) + I1([X,Y], Z).
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Entonces, aplicando la condiciéon de simetria de la conexion de Levi-Civita
al ultimo sumando,

VxY - VyX =[X,Y],
tenemos que,
(RIX,Y)2)t =DyII(X,Z) - I[I(X,VyZ) — I[I(VyX,Z)—
—DxII(Y,Z)+I1(Y,VxZ)+II(VxY,Z).
Que utilizando la definicién de la conexién de Van Der Warden-Bortolotti,

es justamente lo que queriamos probar. O

De forma similar a la ecuacién de Codazzi (1.8), la de Ricci nos da
informacién sobre la curvatura al evaluarla sobre dos campos de vectores
normales. Nuevamente, por las simetrias, no importa en que posicién se
evaluen.

Teorema 1.1.6 (Ecuacién de Ricci). Sea M una subvariedad de Riemann
de M. Sean XY € x(M) y &,v € N(M), entonces,

Rm(X,Y,&,v) = RmP(X,Y,&,v)+
HII(X,AcY),v) — (II(Y, A X),v), (1.9)
donde RmP denota la curvatura de Riemann del fibrado normal N'(M).

Demostracion. Supongamos que trabajamos con las extensiones arbitrarias
a M. Si¢& veN(M), entonces,

Rm(X,Y,&,v) = (VyVx& = VxVy&+ Vixy&v) =

= <@YﬁX§7 V> - <6X@Y§a V> + <@[X,Y]€u V>‘
Y aplicando la férmula de Weingarten (1.4),
Fm(X,Y,6,0) = ~(Vy (AeX), v) + (Vx (AeY),v)+
+<@YDX§7 V> - <6XDY§7 V> - <A5[X> Y]7 V>+
+Dx, )6 v)-
Volviendo a aplicar las férmulas de Gauss (1.3) y Weingarten (1.4), se llega

a,

Rm(X,Y,&,v) = —(II(Y, A¢X),v) + (I1(X, AcY), v)+
+(DyDx¢&,v) — (ApyeY,v) — (DxDy&, v)+
+{Apy e X, v) — (Ae[X, Y], v) + (Dix v)§,v) =
= RmP(X,Y,&,v) + (IT(X, AcY),v) — (II(Y, A X),v)—
—(ApyeY,v) + (Ap, e X, v) — (A X, Y], v),

donde se ha tenido en cuenta la definicion de RmP” y que v € N(M).
Finalmente, observando que el endomorfismo de Weingarten es tangente
a M se obtiene el resultado. O
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Estas tres ecuaciones que acabamos de demostrar van a contener toda
la informacion de la subvariedad, de ahi su nombre. Las tres ecuaciones de
Gauss, Codazzi y Ricci se conocen como las ecuaciones fundamentales.

1.2. Formas de Cartan

En esta seccién vamos a introducir el simbolismo de Cartan para el estudio
de variedades que nos proporciona una herramienta muy 1til tanto para el
estudio de la Geometria Diferencial como el de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales. Ademads, tendrd una importancia vital en la 1ltima seccién del
segundo capitulo, y en la generalizacion del teorema fundamental.

Definicion 5. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, una re-
ferencia local es un conjunto de n campos de vectores diferenciables lineal-
mente independientes { X1, ..., X;,}. Sea {X1, ..., X;,} una referencia local en
M, definimos las formas duales 6° como las 1-formas,

0'(X;) = 6, (1.10)
donde 5;- es la delta de Kronecker. Si {X1,...,X,,} es una referencia local
ortonormal en M, llamamos I-formas de conexion a las 1-formas w;, dadas

por, ‘
Vij :w}Xj. (111)

Sea V la conexién de Levi-Civita sobre una variedad de Riemann, (M, g)
y sean w; las 1-formas de conexién con respecto a una referencia local {X;}.
Obsérvese que de Vx, X; = I‘ij k. (en este caso, Ffj no son los simbolos de
Christoffel, es decir no son las componentes con respecto a un sistema coor-
denado, ya que { X1, ..., X;,} no necesariamente son los campos coordenados)
junto con las 1-formas de conexién (1.11) obtenemos,

wh =T, 0%, (1.12)

Ademas, si la expresion local del homomorfismo de Riemann es R(X;, X;) X}, =
Rfﬂ. le (de nuevo sz‘j no representa las componentes respecto a un sistema
coordenado por la misma razén que antes) entonces, definimos las 2-formas
de curvatura mediante )

] ] k l

Con estas definiciones, el teorema fundamental de la geometria (que se puede
encontrar en [5] o en [17]) y que dice que existe una tnica conexién afin
simétrica y compatible con la métrica queda,

Teorema 1.2.1. Sea M wuna variedad de Riemann, entonces las 1-formas
de conexion (1.11) son las unicas 1-formas wj que verifican,

wy =
' = 0% A wi
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El siguiente teorema nos demostrara las ecuaciones de estructura de una
variedad de Riemann, y veremos que equivalen a la simetria de la conexién
de Levi-Civita y a la definicién del homomorfismo de curvatura de Riemann.

Teorema 1.2.2 (Ecuaciones de Estructura). Si {X1,..., X,,} es una refe-
rencia local ortonormal en M, entonces,

{ df’ = —w! A ok

; ; - (1.14)
dwi = —wy, /\w}C -

Demostracion. Por la unicidad del teorema anterior, podemos probar la pri-
mera ecuacién de estructura. Si definimos,

T _ 1 k
wj = T;0%,

entonces, wj verifica las condiciones del teorema anteorior.

Para la primera,
0= Xp(Xi, X;) = (Vx, X3, Xj) + (X;, Vx, X;) =T, + T,

luego, evidentemente, w;- = —wj.

Por otra parte, como ya hemos visto,
0" A wi(X;, Xi) = wh(Xi) — wi(X;).
Y también,
do*(X;, X) = X;(0"(Xx)) — Xp(0"(X;)) — 0"([X;, Xi]) =
= —0"(Vx, Xi — Vx, X;) = Iy — Ty = wj(Xx) — win(X;),
lo que prueba la segunda condicién. Por tanto, la primera ecuacién de es-

tructura queda probada aplicando el teorema anterior.
Para la segunda ecuacién de estructura, desarrollamos,

Ry Xi = R(X3, X))X; = Vx,Vx, X; — Vx, Vx,X; + Vix, x)X; =
= Vx, (Fliéqu) - Vx, (FZ‘XM) + Vixx)Xj =
= XU X+ T0T), X — DT}, Xi — X TV X, + Vi, x) X
Es decir,

Riyy =TT, = TITL, + Xl — XoT; + 6°(Vix, x) X5)-

Finalmente, comparandolo con,
(dwf + wi, AW (X, Xi) = Xpw(X0) — Xjwh(Xp) — wh([Xe, Xi])+
o (Xp)wh (X1) = wy, (Xn)wh (Xg) = =Ry = =X, X0),

conseguimos probar la segunda ecuacién de estructura. O
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Ademsds, una de las ventajas de el analisis geométrico de las variedades
de Riemann mediante el uso de formas diferenciales es la sencillez con la que
se reducen las ecuaciones en la teoria de subvariedades.

Definicién 6. Sea M" C M™ una subvariedad de Riemann. Una referencia
local {X1,..., X;n,} de M diremos que esté adaptada a M si {X,..., X, } es
una referencia local de M y X, 41, ..., X;, son campos de vectores normales
aM.

Sea {X1, ..., Xn, Xn+1, ..., Xm } una referencia local ortonormal adaptada
a M"™ C M™, entonces representamos por, ¢ las formas duales (1.10),
Y§ las 1-formas de conexién (1.11) y ¥jg las 2-formas de curvatura (1.13)
asociadas a la referencia anterior con 1 < o, 3 < m en M y 6, wj- y Qz con
1 <i,5 < nlomismo en M. Ademas, es evidente que al restringirnos a T'M,

d=60i<n
¢"=0,r>n"

Con la ayuda del siguiente lema (Lema de Cartan, cuya demostracién puede
consultarse en [17]) vamos a relacionar la anterior familia de formas y a
expresar las ecuaciones fundamentales de subvariedades en términos de ellas.

Lema 1.2.3 (Lema de Cartan). Sean \!,...,\" 1-formas linealmente inde-
pendientes en M con dimM > n. Si uq, ..., un son 1-formas tales que,

AA p; =0,

entonces existen unas unicas funciones diferenciables f;; en M que verifican,

{Mz‘ = fij N
fij = fji
Teorema 1.2.4. Con la notacion anterior, tenemos,
i, i
)
7/’]' = hij9 5
hfj = h}%

donde hgj vienen dados por el lema anterior.
Demostracion. Si restringimos a T'M la ecuacion,

dg" = —5 NG,
obtenemos el siguiente sistema,

dot = —yi AOF i <n
9’“/\1#,2:0,7“>n '
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Ademds, como wé son unicos y se verifica,
Vg = —va
dot = —pi A Ok

entonces, necesariamente, ¢; = w; cuando ¢,j < n.
Para el resto se cumple que,

¢£:—¢f,k§n<r
ok Ayt =0 ’

y por el lema de Cartan existen unos unicos h;"j en M tales que,
¢;“ = _¢£ = h%@i,r >n '
hfj = h§i
Precisamente, lo que queriamos demostrar. ]
Obsérvese que la segunda forma fundamental I1 se expresa como,
II(Xj, Xy) = 97 (Xp) Xy = P X
Ademsds, se tienen los siguientes resultados,

Proposicién 1.2.5. La formula de Gauss (1.3) es equivalente a,

(Ao,
vy = hije'

Demostracion. Se tiene que, para todo X € x (M),

(VxXj, Xi) = wj(X) = 9H(X) = (Vx X, Xi).

Y ademds, B
(Vx,, Xj, Xp) = 05 (Xk) = hyj,7 > n.

Juntando ambas cosas se recupera la férmula de Gauss. O

Proposicién 1.2.6. La ecuacion de Weingarten (1.4) es equivalente a,
e

Demostracion. Es facil observar que,

(Vx, X0, Xj) = $1(Xn) = =0 (Xp) = —(Vx, X, Xp) = —(L(X;, X), Xo).

Es decir, ambas expresiones son equivalentes. O
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Teorema 1.2.7. Restringiendo la sequnda ecuacion de estructura o T M se
obtiene, ‘
W= 0~y A
Y — T 1 T w T
d% - —%' /\wj _ww/\wj _\Il] ’
dipy. = =7 AL — g, ANy — 07

dondei,j€1,...nyw,reEn+1,...,m.
Demostracion. Dada la segunda ecuacién de estructura en M,
d§ = —v5 AGY - U,

procedemos a restringirla a T'M. Para eso analizamos tres casos, el primero,

a=1y 8 =jconi j<n donde obtenemos,
dw;- = —w,i/\wf—d}f/\wi —\Ifé,

y aplicando la segunda ecuacién de estructura para M, se llega a,
Wl = QF — 9 A
En el segundo caso, tenemos o =7 >ny 8 =j < n, es decir,

A = —7 A E— oL A5 — W,

y utilizando que w; = ¢7, se consigue la segunda ecuacion.

Finalmente, en el tercer caso, « = sy 8 =r con r,s > n, entonces,
s __ S 7 S W S
dq/}r - _wi N 1/11» - wwwr - \I,r‘
Es decir, tenemos las tres ecuaciones del enunciado. ]

Veamos que las ecuaciones anteriores son equivalentes a las ecuaciones
fundamentales de la teoria de subvariedades (es decir, a las ecuaciones de
Gauss-Codazzi-Ricci) vistas anteriormente.

Proposicién 1.2.8. La ecuacion de Gauss (1.7) es equivalente a,

Wl = QF — 9 A (1.15)
Demostracion. Tenemos que en T'M,

W= 0 - Ay
Ademas, se verifica,

—[F (X)YLY) = ¥ (V)i (X)],
donde,
VP (XWIY) = =] (X)W (V) = —(I1(X4, X), Xp )(T1(X;,Y), Xp) =

Y de forma andloga para el otro término. O
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La demostracion de las siguientes proposiciones es similar a la anterior,
y una mera comprobacion.

Proposicién 1.2.9. La ecuacion de Codazzi (1.8) equivale a,

A =~ A — 0, AGY — T, (1.16)
Proposicién 1.2.10. La ecuacién de Ricci (1.9) equivale a,
A = —f A — U, A — . (1.17)

1.3. Superficies de R?

Para finalizar con este capitulo introductorio, definiremos las superficies de
R3 como un caso particular de subvariedades de Riemann, que como ya se
ha dicho es ligeramente diferente a como se definieron a lo largo del grado,
en el sentido de que se presentan dentro de la teoria de subvariedades. Esto
nos permitira trasladar todo lo que conocemos y de esta forma lidiar con
férmulas méas simples.

Definicion 7. Una superficie S es una subvariedad inmersa de Riemann de
codimensién uno del espacio euclideo R3.

En esta situacion, para cada punto de S existen exactamente dos po-
sibles vectores normales unitarios. Podemos suponer que S es orientable,
simplemente limitandonos a un subconjunto adecuado de S, y entonces con-
sideramos el tinico vector normal unitario que define la orientacion positiva.

Esto es, si tenemos un sistema de coordenadas (u, v), entonces,
o) 0
jaca /\ s
— _Ou v (1 18)
0 a1’ ’
152 A 35l

donde A denota el producto vectorial de R3. Consideremos sobre S la métrica
inducida de R? y denotemos a sus coeficientes de la primera forma funda-
mental respecto de las coordenadas (u,v) por,

o 0
E= <@7@>
G = <%7%>

con lo que la primera forma fundamental en este sistema de coordenadas
queda,
I =Fdu®du+ Fdu® dv+ Gdv ® dv.

Recordemos que la segunda forma fundamental escalar de la superficie S es
el tensor 2-covariante simétrico,

WX,Y) = (II(X,Y),N).
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En nuestro caso como N genera N'M en cada punto, la definicién anterior
equivale a,
II(X,Y)=h(X,Y)N.

Llamamos coeficientes de la seqgunda forma fundamental a,

€= h(8@7 ai)
f=h2, 2y (1.20)
g="h(<,2)

Con lo que, en este sistema de coordenadas podemos escribir la segunda
forma fundamental como,

h=edu® du+ fdu® dv+ gdv & dv.

La férmula de Gauss (1.3) se simplifica un tanto, quedando,

Teorema 1.3.1 (Férmula de Gauss para Superficies). Si X, Y € x(S) estdn
extendidos arbitrariamente a R3, entonces tenemos la siguiente férmula so-
bre S,

VY = VxY 4 h(X,Y)N. (1.21)

Obteniendo como consecuencia la siguiente expresion de los coeficientes
de la segunda forma fundamental (1.20),

€:<367227N>
f:<2i§v,N>,
9=(Z2=,N)

que se obtiene de aplicar la formula de Gauss a % y a %.

A continuacién, vamos a introducir el operador forma y veremos algunas
de sus propiedades. Combinando la férmula de Gauss anterior con la férmula
de Weingarten (1.4),

(X, ANY) = h(X,Y), (1.22)

para cualesquiera X,Y € x(S). A partir de ahora, Ay serd denotado indis-
tintamente por s y se llamara también operador forma, que como sabemos, es
un endomorfismo autoadjunto de 7'S. Ademas de la ecuacién de Weingarten
(1.5) se obtiene facilmente,

Teorema 1.3.2 (Ecuacién de Weingarten para Superficies). Sea X € x(95),
arbitrariamente extendido a R3, entonces,

VE'N = —sX. (1.23)
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Demostracion. Por la ecuacién de Weingarten general, V'Y € x(S5),
(VEN,Y) = —h(X,Y) = —(sX,Y).

Pero, ademas,

(VE'N,N) = SX(N, N) =0,

es decir, VH){}BN es tangente a .S, y se concluye el enunciado. O

En las siguientes lineas vamos a dar las expresiones locales de las ecua-
ciones fundamentales para el caso de superficies, para ello vamos a recordar
primero que la curvatura de Gauss de una superficie (vista como variedad
de Riemann de dimensién 2) es la curvatura seccional, es decir,

k) =k(2, 2y Il goaeg)
ou’ Qv (2,92, 2y (D 2y

(1.24)

Teorema 1.3.3 (Ecuacién de Gauss para Superficies). En coordenadas lo-
cales (u,v) tenemos,

_eg— f?
K(p) = G F? (1.25)
Demostracion. De la ecuaciéon de Gauss general (1.7) usando que,
w0 9 0 0,
fm (8u’8v’8u’8v)_0’
tenemos,
o 90 0 0 o 0 o 0 0 0 0 0
— =y —) = [I(—, =), [[(—, = ))—II(—, =), [I(—,=)).
m(au’av’au’ﬁv) < (Gu’au)’ (60’01))> < (Ou’&))’ (8u’3v)>

Finalmente, usando la definicién de la curvatura seccional (1.24) y los coe-
ficientes de la primera y segunda forma fundamental (1.19) y (1.20),

g 0 0 0
K(p) = — Fmu oo gur ) _ o= S
T 0 9\;/90 0 g 0 - _ 2’
(30> M50 50) — (v 50)?  BG-F
para cualquier p € S. ]

Observacion 5. La ecuacién de Gauss para superficies (1.25) se usa como
definicién de curvatura de Gauss en la teoria clasica de superficies.

La siguiente proposicién es el teorema egregio de Gauss en la teoria
clasica de superficies.
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}

Proposicién 1.3.4. Sea S C R? una superficie y 1,5 = span{a%‘ ,%‘
p P
entonces, se tienen las ecuaciones,

{1 (e T =T T30 K
(F1)w = (Tfg)u = T g + T5 Iy — Ty — 5l + EK

donde K es la curvatura seccional.

Demostracion. De la definicién de curvatura seccional (1.24),

R Q’ Q’ Q’ 9
K= K(aa’ 5) = — am(%u 20> O %U) _—
U v <%7%><%7%>_<%7%>
Es decir, usando la definicién de E, F'y G (1.19), tenemos la igualdad,
0 o 0 o 0.0 0

EG-F)K =(EK— —FK—, =) = (R(=—, =—)—, —).

[ ) < Ov 8u’8v> < (8u’8v)8u’8v>
Y desarrollando se obtienen las ecuaciones deseadas. O

Observacion 6. Por las simetrias del homomorfismo de curvatura de Rie-
mann, también se obtiene,

{ (ng)u - (F%2)v = F%QF% - F%ll—%Q - FK )
(Tig)v — (Dhg)u = ' gy + T3, T3 — Moy — T3 — GK

Teorema 1.3.5 (Ecuaciones de Codazzi-Mainardi). En coordenadas locales
las ecuaciones de Codazzi (1.8) para superficies son,

ev — fu =€y + (I3, —T1;) — gT'%,
1 2 1 2 - (1.26)
Jo—9gu=¢€l5y + f(I'5y = T'1y) — gI'1y

Demostracion. La ecuacién de Codazzi (1.8) nos dice que,
(R¥(X,Y)2)* = DyII(X, Z) — II(X,VyZ) — [I(VyX, Z)—
—DxII(Y,Z)+ I1(Y,VxZ)+ I1(VxY,Z).

: 0 0
Aplicandola sobre 5. y 5, tenemos,

w0 0,041 _g_ 2w, 2
( (Gu’av)au) —O—D%(eN) II(au’v%&L)
0 0 0 0 o0 0

De donde se concluye que,

ev — fu=el'y + f(T3 —T1;) —gI5,.

Andlogamente, si tomamos Z = %, se llega a,

fo—gu= el + f(I'3, —I'iy) — g},

que son las dos ecuaciones que buscabamos. ]
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Teorema 1.3.6 (Ecuacién de Ricci para Superficies). La ecuacion de Ricci
(1.9) en el caso de superficies es trivial.

Demostracion. Como ya hemos visto, el hecho de que sea una superficie
implica que hay una tnica direccién normal, y entonces por las simetrias del
tensor de curvatura de Riemann,

RmP(X,Y,€,¢) = —RmP(X,Y,£,¢),

es decir, RmP(X,Y,&,€) = 0. Ademés, la ecuacién de Ricci general (1.9) se
reduce a,
(II(X, A¢Y), &) = (1I(Y, Ac X), §),

ya que, RmRS(X, Y, £,6) =0.
Finalmente, por la ecuacién de Weingarten (1.23) y la simetria de la primera
forma fundamental,

Es decir, la ecuacion de Ricci es trivial. [

Observacién 7. En la teoria clasica de superficies, las ecuaciones de Gauss-
Codazzi se obtienen a partir de las igualdades,

2 2
(%)v - (83 v)u =0
(88?)“ (8281; v = 0
Nyy — Ny =0

Por dltimo, con el dnimo de facilitar ciertas equivalencias en los capitulos
siguientes, vamos a expresar las ecuaciones fundamentales para superficies
de R? con la terminologfa de Cartan (recuérdese lo introducido en la seccién
anterior). Sea S C R? una superficie y consideramos una referencia local
ortonormal positivamente orientada en S, {X;, Xs}. Entonces, si X3 = N,
(1.18) tenemos que { X7, X2, X3} es una referencia local ortonormal positi-
vamente orientada adaptada a S C R3. Ademds, podemos escribir,

I=0'26'+0?>206%
h=93 @0 +¢3 6%,
dA = 01 N 62

donde dA es el elemento de volumen de la variedad (que en el caso de
superficies es el elemento de drea).

Teorema 1.3.7. En las condiciones anteriores, la ecuacion de Gauss para
superficies (1.25) es,

dw? = =3 NS = —K6' A 6% (1.27)
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Demostracion. Consideramos la ecuacién de Gauss general (1.7),

y aplicando la segunda ecuacién de estructura (1.14) sobre la subvariedad,
tenemos, A ‘ ‘ ‘

Ul = —dw! — wi Awk — 7 Al
En el caso de superficies, se tiene que i,j € {1,2}, r =3y \I/; = 0, es decir,
nos queda,
ya que, utilizamos que wf = 0.
Por otra parte, sabemos que,

K = K0' A 0*(X1, X2) = h(X1, X1)h(Xa, X3) — (X1, X0)* =
= U} (X1)¥3(X2) — 3 (X1)¥F(Xa) = ¥} A3 (X7, Xo),
es decir, K0! A 0% = 3 A 3. dJ

Teorema 1.3.8. Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi (1.26) respecto de la
referencia local anterior son,

dif = wi A3
{dwé = WA} 29

Demostracion. Basta considerar la ecuacién de Codazzi general (1.16) y las
restricciones sobre superficies, es decir, r = w = 3, 4,5 € {1,2} y \Il;’ = 0 por
tratarse de R3. O

Teorema 1.3.9. La ecuacion de Ricci para superficies es trivial.

Demostracion. El resultado se obtiene a partir de la ecuacién de Ricci ge-
neral (1.17) bajo las condiciones de r = s = w =3, ¥$ =0, i € {1,2} que
se deducen de trabajar en una superficie. O



Capitulo 2

Teorema Fundamental de
Superficies

En este segundo capitulo, nuestro objetivo serda enunciar y demostrar el
teorema fundamental para superficies de R3. Este teorema nos va a garan-
tizar la existencia y unicidad de superficies, salvo movimientos rigidos, bajo
unas condiciones. Estas condiciones resultan ser las ecuaciones fundamen-
tales o, también llamadas de compatibilidad. La herramienta fundamental
que usamos en la prueba que se ofrece es una versién del conocido teorema
de Frobenius que se extrae de [2], aunque también es posible encontrarlo en
[17].

2.1. Criterio de Frobenius

Para poder atacar la demostracion, vamos a recurrir al criterio de Frobenius
para la integrabilidad de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. Este
criterio nos garantiza la existencia de solucién siempre y cuando se verifiquen
unas condiciones adicionales, que se deducen de la igualdad de las derivadas
parciales cruzadas.

Teorema 2.1.1 (Criterio de Frobenius). Sean ®,V:U x V — R" cam-
pos de vectores diferenciables donde U C R? y V. C R"™ son abiertos. Sea
(up,vp) € U un punto fijo, entonces, para cada punto p € V el sistema de
ecuaciones,
%% — P(s,t,x(s,t))
X = U(s,t,x(s,1)) ,

X(So, to) =P
tiene una unica solucion diferenciables x: Uy — R™ definida en un entorno
Uy de (so,to) en U si y sdlo si se satisface la condicion de compatibilidad,

00 DB, 0V DV

o T T s T oY (2.1)

19
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donde % Y % son las matrices asociadas a las diferenciales de ® y ¥

respecto de X1, ...,Xn,, €s decir, se trata de las matrices Jacobianas.

Demostracion. Para la necesidad, si x(s,t) es una solucién diferenciable se
tiene que,

2= 2%,
] s Ot
lo que implica la condiciéon de compatibilidad.
Para ver la suficiencia, supongamos que ®, ¥ satisfacen la condicién de com-
patibilidad y vamos a resolver el sistema.
Para ello tomamos la primera ecuacién sujeta a la condicién inicial. Si fijamos
t = to, existen 6 > 0 y una funcién diferenciable a: (sg — 4, s0 + ) — R"
que satisfacen,

{fg = (s, tg, (s)) .

a(so) =p

Para cada s € (so—9, so+9), definimos 8°(¢) = (s, t) como la inica solucién
del problema de Cauchy,

{dﬁjﬁ = W(s,t, B(1)

Sea x(s,t) = [B°(t). Por construccién, x satisface la segunda ecuacién y
x(sp,t9) = p. Falta ver que también verifica la primera ecuacién. Para esto,
definimos la funcion,

5,0) = x(s,1) = 2(5,1,%),

y entonces,
%_g(%_@)_agx_aﬁ_@aﬁ_
ot 0t Os - Otds Ot Dx Ot
~ Os Ot ot  Dx ot Os ot  Dx
_8\11 D\IJ%

0P Do DU Ox DU
=55 T oxas) T o T oY = pxlas T ¥ = e

De esto, se sigue que z satisface,

0z DU
a(sa t) - E(Sv tv Z)Z(Sa t)

Por otro lado, si t = tg,

z(s,tg) = g—j(s,tg) — O(s,tg,x(s,t0)) = —a(s) — ®(s,tg,a(s)) =0,
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para todo s € (s9 — d, sp + 0). Luego, la condicién inicial para z es,
Z(S(), to) =0.

Y por la unicidad de solucién al problema de Cauchy, z(s,t) = 0. Es decir,
x(s,t) satisface la primera ecuacién. O

Vamos a intentar dar una interpretaciéon geométrica del criterio de Fro-
benius, que nos serd util al tratar de generalizar esta versién a subvariedades.
Sean @, ¥: ) x R"— R" campos de vectores diferenciables con,

d = P(s,t,x)
U =U(s,t,x)’

donde Q es un abierto de R?. Usando ®, ¥ definimos los campos de vectores
Ei,Ey: Q x R —R"*2 como,

{El(s,t,x) = (1,

1,0,®)
E2(57tax) = (Oa 1

)
¥)
Proposicién 2.1.2. Sean Ei,Ey: Q x R” — R"*2 campos de vectores di-

ferenciables definidos como antes. Si para cada (so,to) € Q y x € R™ se
cumple que,

[El, ]EQ] (So, to, X) S span{IEl(so, to, X), EQ(SO, to, X)}, (2.2)

entonces existe un entorno N(sg,tg,x) C R"? y una subvariedad M C
N (so,t0,x) tal que si (s,t,x) € M, se tiene que,

Tistx)M = span{E1(so, to,x), E2(s0, to, X) }-

Demostracion. La demostracién es consecuencia directa del criterio de Fro-
benius ya que en el caso de E1,Es la condicién (2.2) equivale a,

[Elu E?] - 07

que se cumple si y sélo si los campos @, ¥ satisfacen,

00 DI 0V DV,
ot Dx  0s Dx '
la condicién de compatibilidad (2.1). O

Para el caso n = 1, conseguimos una superficie de R3. Se dice que dos
campos de vectores linealmente independientes que cumplen la condicién de
la proposicién anterior forman una distribucion involutiva de rango dos.

Nuestra demostracién del teorema fundamental utilizard matrices y re-
laciones entre ellas, por lo que la siguiente version del criterio de Frobenius
nos serd de gran utilidad.
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Teorema 2.1.3. Denotemos por gl(n) el dlgebra de Lie del conjunto de
matrices reales de orden n. Sean S,T:U — gl(n) funciones diferenciables,
donde U es un abierto de R%. Para cada punto fijo (so,to) € U, el siquiente
sistema de ecuaciones,

oG

9¢ — 5G

% g

ot ’
G(Sg,to) = In

tiene una unica solucion diferenciable G:Uy— gl(n) definida en un entorno
Uy de (so,to) en U siy sdlo si,

oS JdT

— - —+ 1[5, 7] =0. 2.3

o~ oo +IS.T) (23)
Demostracion. La demostracién es analoga al Criterio de Frobenius. O

2.2. Teorema Fundamental de Superficies

Haciendo uso del criterio de Frobenius, estamos en condiciones de enunciar y
demostrar el teorema principal de este trabajo fin de master. Empezaremos
por demostrar cada parte del teorema completo por separado.

Teorema 2.2.1. Sea S una superficie regular orientable con una parame-
trizacion x:U C R2—S. Si definimos las matrices,

1 1 fF—eG
Iy T

EG—F?

P |rh 1, S
e f 0

Tly T %?;:@g

Q=% T3 5
g 0

Entonces, la ecuacion de compatibilidad (2.3),
PU - Qu = [Pa Q]?
es equivalente a las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.25) y (1.26).

Demostracion. Basta con desarrollar la ecuaciéon de compatibilidad y ver
que se obtienen las ecuaciones de Gauss-Codazzi, junto con otras ecuaciones
que son trivialmente ciertas. ]

En particular, dada una superficie orientable siempre se satisface la ecua-
cién de compatibilidad.
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Teorema 2.2.2. Sean E, F,G y e, f, g funciones diferenciables definidas en
un dominio abierto V- C R?, tales que E >0, G > 0y EG—F? > 0. Usando
estas funciones definimos las funciones matriciales P,Q:V —gl(3) y

0
M=|F G 0
0 0 1

Supongamos que P y Q satisfacen la ecuacion de compatibilidad. Entonces
existe un abierto U C V y una tinica funcion diferenciables x:U —R3? tal
que S = x(U) es una superficie y los coeficientes de la primera y sequnda
formas fundamentales para la superficie S estdn dados por las funciones
E FGe fyg.

Demostracion. Sean (ug,vo) € V y p € R3 dos puntos fijos. Supongamos
que {e1, ez, e3} es una base para R3, tal que,

M = (gij(uo, v0)),

con gij = (€i, €;).
Como P y Q satisfacen (2.3),

Pv - Qu = [Pa Q]?

por el criterio de Frobenius para funciones matriciales (Teorema 2.1.3), exis-
te un entorno abierto U C V del punto (ug,vp) y una funcién matricial
diferenciables, V: U — gl(3) definida por,

V= (’U)l,UJQ,’lUS),

donde cada w;: U —R3 es un vector columna y una funcién diferenciables
para i = 1,2, 3, que es solucién del sistema de ecuaciones,

V,=VP
VU = VQ
V|(UO,U0): (617 627 63) - I3

Para estas funciones vectoriales se verifica,

1) (w2)y = (VP)2 = VP = VQ; = (VQ)1 = (w1)y-

2) M = V'V, ya que definimos Z = V'V = ((w;, w;)) matriz simétrica y
vamos a probar que Z = M. De las ecuaciones que cumple V se tiene,

Vv, = VIVP

Vv, = VivQ’
y trasponiendo,

ViV = PIVY

VIV = QIViy
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de donde sumando y teniendo en cuenta que Z = V'V,

= ZP +PZ
Z, = 2Q + Q'Z
Z(up,vp) = M (ug, vo)

Ademads, por ser Z diferenciable, Z,, = Z,, es decir,
Zww = ZyP+ ZP, +PLZ + P Z, =
= ZQP+ Q'ZP + ZP, + PL Z + P'ZQ + P'Q' Z.
Y por otro lado,
Zyu = ZPQ+P'ZQ + ZQ, + Q. Z + Q'ZP + Q'P' Z.
De donde igualando,
[Z2,P, — Qu] = [Z,[P,Q]],

que es equivalente a que P y QQ verifiquen las ecuaciones de Gauss-Codazzi.
Por tanto, localmente existe una tnica solucién. Ademads, se verifica,

M, = MP+P'M
MU:MQ+QtM7

luego, M también es soluciéon y por lo tanto,
Z =M = VtV = (<wi,wj>).

Y en particular, g;3 =0,V ¢=1,2.
3) V es invertible. Para ver esto como M = V'V, entonces,

detM = (detV)?,

Y sabemos que, detM = EG — F? > 0, por lo que, detV # 0. Es decir, las
columnas de V = (wq, w9, ws3) forman una base de R3.

Debido a estas tres propiedades tenemos el posible triedro mévil {wy, we, w3}
de una superficie. Veamos que efectivamente existe esa superficie, es decir,
queremos encontrar una funcién diferenciable,

x:U—R?
que satisfaga,
Xy = W1
Xy = W2

x(u0,v0) = po

Por el criterio de Frobenius, la condicién de compatibilidad (2.1) es Xy, =
Xyy, que equivale a (ws), = (w1), que es cierto. Entonces, el sistema anterior
tiene solucion unica. ]
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Adems4s se tiene la unicidad en el siguiente sentido,

Teorema 2.2.3. Sean S y S dos superficies con parametrizaciones
x:VCR2—S yx:V CR2—S. Si existe un entorno abierto U C V tal
que los coeficientes de la primera y la seqgunda forma fundamental (1.19) y
(1.20) asociados a las parametrizaciones x y X coinciden en todo U, entonces
existe un movimiento rigido F:R® —R3 tal que,

F(S) =8,
en todo U.

Demostracion. Para esta demostracién tendremos en cuenta que si tenemos
dos superficies S y S siempre podemos encontrar dos parametrizaciones x e
% cuyo dominio de definicién sea el mismo conjunto abierto U C R2.
Supongamos entonces que tenemos dos parametrizaciones x: U — S e
%:U —> S, tales que los coeficientes de la primera y la segunda forma
fundamentales asociados a estas parametrizaciones son idénticos. Entonces,
para un punto fijo (ug,vo) € U, existe un movimiento rigido F: R3 —R3,

F(u) = Au+ v,
donde A € SO(3) y v € R3, tal que,

F(x(uo,v0)) = x(uo,vo)
F(%y(uo,v0)) = Xu(uo, v0)
(~ U’O?UO)) = XU(U(),U[))

(
(w05 v0)) = N(uo, vo)

En efecto, si definimos el vector v € R? por,

F(N

v = x(ug, vo) — X(u, o),

como los conjuntos de vectores {xy, Xy, N} y {Xy, Xy, N} forman una base
para R3, podemos definir una transformacién lineal T' de R?, como,

Txy(u0,v0) = Xy (uo, vo)
Ti};(uo,vo) = Xy (up, vo) .
TN (ug,v0) = N(ugp,vp)

Finalmente, sean S y S’ dos superficies regulares con parametrizaciones
x(u,v) e X(u,v) definidas sobre el mismo dominio abierto U C R2. Supon-
gamos que ambas superficies S y S tienen a las funciones diferenciables
E F, Gy e, f,g como los coeficientes de sus respectivas formas fundamen-
tales en todo U. Supongamos ademds que existe un punto (ug,v9) € U en
el cual,

x(up, vg) = X(ug, vo)
Xu(anUO) =X (Uo, )
Xy (g, vo) = Xy (ug, vo)
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Entonces,
x(u,v) = x(u,v),

para todo (u,v) € U. En efecto, consideremos una curva regular v: I — U
dada por y(t) = (u(t),v(t)) definida en el abierto U que pase por el punto
(up, vp). La imagen de la curva en x(u,v) satisface las ecuaciones,

X = UXy + UXy
Xy = UXyy + UXyp -
Xy = UXoy + UVXyy

Sustituyendo x,, y x, por las ecuaciones de Gauss-Codazzi y N por x, A X,
tenemos,

X = f1(xy, Xy, t)

Xy = fQ(Xu,XU,t) .

Xy = f3(Xu7 Xo, t)

Andlogamente, podemos hacer lo mismo para X(u, v).

Por coincidencia en el punto (ug, v9) y por el teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos que x(t),x,(t) y x,(t) son
iguales a X(t),X,(t) y X,(t). Y finalmente, como esto es para cualquier curva
regular, deben ser iguales en todo U. O

Con los teoremas anteriores, hemos completado la demostracion del teo-
rema fundamental que resumimos aqui.

Teorema 2.2.4 (Teorema Fundamental de Superficies). Sean E,F,G y
e, f,g funciones diferenciables definidas en un abierto V.C R? con E > 0
y G > 0. Supongamos que se cumplen las ecuaciones de compatibilidad de
Gauss-Codazzi y que EG — F? > 0, entonces, ¥ q¢ € V, existe un entorno
abierto U C V de q y un difeomorfismo x:U C R? — x(U) C R? tal que
x(U) es una superficie que tiene a E, F,G y e, f,g como coeficientes de las
formas fundamentales.

Ademds, si U es conexo y x:U —x(U) es otro difeomorfismo verificando
las mismas condiciones, existe un movimiento eculideo ® tal que x = ® o x.

Observacién 8. Este es un resultado de naturaleza local. Asi, por ejem-
plo, aunque existen infinidad de superficies distintas (no congruentes) con
curvatura de Gauss constante negativa embebidas en R? (véase el capitulo
siguiente), sabemos por un resultado famoso de Hilbert [4] que no existe
ninguna superficie completa con curvatura de Gauss constante negativa em-

bebida en R3.

Surge entonces la siguiente pregunta; dada una superficie Riemanniana
S i cudndo podemos garantizar la existencia de una inmersién isométrica
) ) b
f: 8 —>R3? Una respuesta parcial, serfa la siguiente,
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Teorema 2.2.5. Sobre cualquier inmersion isométrica de una superficie
orientada en R3, f: S —R3, se pueden definir dos formas cuadrdticas, la
primera y sequnda formas fundamentales Iy y 11y, dadas por,

Iy = (df,df),
Iy = —(df,dN),

donde N es el normal unitario asociado a la inmersion (1.18).

Entonces, el teorema de unicidad dice que f estd univocamente determinado,
salvo movimientos rigidos, por el par (Iy,11f), mientras que el teorema de
existencia dice que si tenemos dos formas cuadrdticas (I,II) definidas sobre
S, una superficie conexa orientada y simplemente conexa, que satisfacen las
ecuaciones de Gauss y Codazzi, entonces existe una inmersion f:S — R3
tal que, (I, 11¢) = (I,11).

Demostracion. La demostracion es similar a la que hemos ofrecido anterior-
mente, y se puede consultar en [17], pero hay que usar la conexién simple
para obtener el resultado global. O

La respuesta es parcial porque traslada el problema de la existencia de
una inmersién de una superficie (S, g) en R3 al de la existencia de una pare-
ja de formas cuadréticas sobre S verificando ciertas condiciones. Pero, dada
una superficie (5,g), jcémo puedo saber si existe dicha pareja o no? El
teorema de Nash (podemos encontrarlo en [5]) nos dice que toda superficie
compacta la podemos embeber isométricamente en R, mientras que si no
es compacta lo podemos hacer en R%'. Sin embargo, sabemos que no toda
superficie se puede meter isométricamente en R3, por ejemplo,

1) No existen embebimientos isométricos de una superficie completa con
K = —1, por el teorema de Hilbert [4]. Este hecho nos dice, por ejemplo,
que el plano hiperbélico H?(—1) no se puede meter isometricamente en R3.
2) No existen embebimientos isométricos de un toro llano en R3, pues toda
superficie regular compacta debe de tener puntos elipticos. (Este es un resul-
tado bien conocido de la teoria clasica de superficies que puede encontrarse
en [4]).

3) No existen embebimientos isométricos del plano proyectivo, que tiene
curvatura constante positiva, en R3, porque no es orientable.

2.3. Ecuacién de Estructura de SO(3)

En esta seccién relacionaremos el teorema fundamental de superficies con
dos teoremas de la teoria de grupos de Lie, y analizaremos la equivalencia
entre las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una superficie regular expresadas
respecto de una referencia local y la ecuacién de estructura del grupo de Lie

S0(3).
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Con este objetivo en mente, necesitamos introducir en primer lugar algunos
objetos y propiedades de los grupos de Lie, que no han podido ser estu-
diados ni durante el grado ni durante el master. Como se indicard donde
corresponda esta teoria esta estudiada de [17].

Definicion 8. Una forma diferencial w diremos que es invariante a izquierda
si Lyw = w, para todo g € G. Es decir,

Wh = L;kl(wgh)'

Proposiciéon 2.3.1. Sea w una forma invariante a izquierda, entonces, la
diferencial dw también es invariante a izquierda.

Demostracion. Sea g € (G, entonces tenemos,
Lydw = d(Lyw) = dw.

Es decir, dw es una forma invariante a izquierda. O
Sean X,Y dos campos de vectores invariantes a izquierda, entonces,
dw(X,Y) = Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y]) = —w([X,Y]),

es decir, restringiendonos al dlgebra de Lie,
deoe(Xe, Vo) = —wo([Xe, Vo)),

Sean Xi,...,X,, € T.G vectores duales a w},...,w?. Entonces, existen

constantes ij tales que,
(X, Xj] = CF X (2.4)

Llamamos constantes de estructura de G respecto a Xq, ..., X,, a las cons-
tantes CZIE

Proposiciéon 2.3.2. Sea w una forma diferencial invariante a izquierda,
entonces tenemos,

dw® = —%C’fjwi Aw, (2.5)
Demostracion. A partir de la igualdad,
dwe(Xe, Ye) = —we([Xe, Ye]),
y de la notacién anterior, es facil obtener el resultado deseado. O

Una vez analizados estos conceptos, vamos a enunciar dos teoremas sobre
grupos de Lie, que més adelante nos permitiran alcanzar el objetivo de esta
seccién, y cuyas demostraciones se omitirdn porque necesitan una versién
diferente del criterio de Frobenius (véase el Apéndice A, para esta nueva
versién). Estas demostraciones pueden ser consultadas en [17].
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Teorema 2.3.3. Sea G un grupo de Lie con base de 1-formas invariantes
a izquierda, w,...,w™ y constantes de estructura C’,Z Sea M una variedad
diferenciable y 0", ..., 0™ 1-formas linealmente independientes en M tales que,

1 o
k k pi

Entonces, para todo p € M existe un entorno U de M y un difeomorfismo
f:U—G tal que,
0' = frut.

Teorema 2.3.4. Sea M una variedad diferenciable conexa, G un grupo de
Lie y f1, fo: M — G dos aplicaciones diferenciables tales que,

fiw = fyw,

para toda 1-forma w invariante a izquierda. Entonces, f1 y fo difieren por
una traslacion a izquierdas, es decir, existe un unico g € G tal que,

fZZLgofl-

La siguiente definiciéon supondra una generalizacién de las formas di-
ferenciales usuales. Gracias a estas nuevas formas, podremos introducir la
forma de Maurer-Cartan de un grupo de Lie.

Definiciéon 9. Sea V un espacio vectorial de dimensién d, definimos una
k-forma con walores en V como la funcién w tal que w, es la aplicacién
alternada, wy: T, M x ..(k).. x TyM — V. Si vy,...,v4 es una base de V,
entonces existen k-formas usuales w', ..., w? tales que para X1, ..., Xj, € T,M,

wp(X1, ey Xp) = wi (X1, ..., Xi)vs,

o simplemente,
w = w';.

Definimos la diferencial de una forma con valores en V como,
dw = dw'v;.

La definicién anterior es independiente de la base de V. Sea p: U x V— W
una aplicacion bilineal, y sean w y v dos formas diferenciales con valores en
U y V respectivamente y de orden k y [. Entonces, podemos escribir,

{w = whuy
— days "
v = vy,
Definimos una (k + 1)-forma con valores en W como,

p(w Av) = w' AV plug,vj).
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La forma de Maurer-Cartan es la 1-forma con valores en g,
wg(Xg) = (Lg);1X97 (2.6)

donde X € x(G) y para todo g € G. Si X es invariante a izquierdas, esto
es, Xy = (Lg)«Xe, entonces,

wg(Xg) = (Lg);1<Lg)*Xe = Xe.

Sobre el algebra de Lie g tenemos la operacién corchete, respecto de la cudl,
dadas dos formas, v, A con valores en g de orden k y [, respectivamente,
podemos generar una (k + [)-forma con valores en g dada por, [v A A]. Sea
X1,...,X, una base de T,G = g, y sea w',...,w" la base dual de 1-formas
invariantes a izquierda, entonces, la forma de Maurer-Cartan (2.6) w se
puede escribir como,

w=uwrX k-

Teniendo en cuenta todo lo anterior, es facil ver que la diferencial de la forma
de Maurer-Cartan es,

1 . .
dw = dw* X}, = finjwz A w! Xp.

Finalmente podemos demostrar la ecuacion de estructura de los grupos
de Lie, sin necesidad de involucrar a las constantes de estructura.

Teorema 2.3.5 (Ecuacién de Estructura de Maurer-Cartan). Sea G un
grupo de Lie y w la forma de Maurer-Cartan, entonces tenemos la ecuacion
de estructura de Maurer-Cartan de G,

dw = —%[w/\w]. (2.7)

Demostracion. Por un lado, a partir de la definicién, tenemos,
WwAw] =w' A [X;, X;] = ijwi A w X

Finalmente, comparando con la expresién anterior de dw llegamos a la ecua-
cién del enunciado. ]

Proposicién 2.3.6. Sea G un subgrupo de GL(n,R) y sea i:G—R" Ig
aplicacion inclusion, entonces, la forma de Maurer-Cartan de G es, i~ 'di.

Demostracion. Sea A € G una matriz cualquiera, entonces, tenemos la apli-
.z . 2
cacion 1o Lo: G— R™ dada por,

(ioL)(B) = AB.
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Entonces, es facil ver que, d(io Ly) = Adi.
Por otra parte denotamos por i~ ' a la aplicacién, i~ ': G — R que a cada
B le hace corresponder B~'. Entonces,

itoLs(B)=(AB) ' =B tA"l = (i1A7Y)(B).

. . . . 2
Finalmente, consideramos i~'di como una 1-forma con valores en R™ vy
observamos que,

Ly(i7 i) = (i o La)LY(di) = (i o La)d(LYi) = (i7"t o La)d(io La) =
= (AT Adi =i di,
por lo que es invariante a izquierdas. Ademads, para toda M € T;G,
(i~ Ydi) (M) = I *dif (M) = M.
Es decir, i~'di es la forma de Maurer-Cartan de G. ]

Sea f:R? — R? una inmersién y consideramos la aplicacién auxiliar
g:R? — SO(3). Consideremos la referencia local ortonormal {X1, Xo, X3}
adaptada a R? que se consigue aplicando Gram-Schmidt sobre f,, fyy N,
el normal a f, (1.18). Entonces, se tiene,

Teorema 2.3.7. Las formas diferenciales w?, 13 y 13 son exactamente las
g*(w") para w' base de 1-formas invariantes a izquierda de SO(3).

Demostracion. Para hallar g*(w”) donde w’ es una base de 1-formas inva-
riantes a izquierda en SO(3), miramos a,

g*(i7'di) = g 'dg = a,

es decir,
dg = ga,

donde, g = (X1, X2, X3):R? — SO(3) y a son las formas usuales de la
superficie. Entonces, la ecuacion anterior equivale a,

0 —a1 —as
(dX1,dX2,dX3) = (X1,X2,X3) [azr 0  —asz
asl  as2 0

que si lo expresamos en sistema de ecuaciones es,

dX; =anXe+a31X3
dXo = —a21 X1 + a3z X3 .
dX3 = —a31X1 — azaXo
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Ademis, teniendo en cuenta la derivada covariante de R?, podemos escribir,
V]}}}SXl =dX; (X) = agl(X)XQ + agl(X)Xg

VEI)%;XQ = dXQ(X = —a,gl(X)Xl + agg(X)Xg .
V}R; Xg = ng(X = —agl(X)Xl — CL32(X)X2

~— —

Sin embargo, teniendo en cuenta las ecuaciones de estructura,

VE X1 = w}(X) X2 + 93 (X) X3
VR3X2 w%<X>X1 + w2< ) X3
V%‘?Xs X)Xy <X>X2

Es decir, observamos que,

g (w') = wi
*( 2) = wzl)) )
(w?) =3
que es lo que queriamos demostrar. ]

Observacion 9. No debemos confundir las formas diferenciales w?, las for-
mas de conexién con las 1-formas invariantes a izquierda sobre un grupo de
Lie G, w*.

Teorema 2.3.8. Las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una superficie S C R3
equivalen a la ecuacion de estructura del grupo de Lie SO(3).

Demostracion. Consideramos el dlgebra de Lie, O(3) = T7.SO(3). Entonces,
tenemos la base,

0 -1 0 0 0 -1 00 O
Xij=[1 0 0],Xo=1(0 0 0 |JyXs=[|0 0 -1
0 0 O 1 0 O 01 0

Ademads, sabemos que el corchete de Lie, es el conmutador, por lo que,

(X1, Xo] = X3
(X1, X3] = —Xo,
(X2, X3] = X1

es decir, obtenemos las siguientes constantes de estructura (2.4),
Cl=Ch=Cl3=Cl3=03=C3=0y Cf, =-Cl;=Cy3 =1

Finalmente, si tomamos w® las 1-formas invariantes a izquierdas en O(3) con
w} dual a X;, tenemos las siguientes ecuaciones de estructura de Maurer-
Cartan (2.7),

dw' = —w? Aw?

dw? = w' Aw?

dw? = —w! A w?
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Por otra parte, si f:R? — R? es una inmersién, teniendo en cuenta el
teorema anterior se consigue,

dwi = g*(dw') = —g"(w? Aw®) = —yF A3
Ay} = g*(dw?) = g* (W' ANw®) =wi AYS
A3 = g*(dw’) = —g* (W' ANw?) = —w? Ay

que son las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una superficie (1.15) y (1.16)
desde el punto de vista de formas diferenciales. O

Con estos dos ultimos teoremas y los dos teoremas sobre grupos de Lie
(Teoremas 2.3.3 y 2.3.4), hemos conseguido dos cosas, en primer lugar re-
lacionar las ecuaciones de Gauss-Codazzi con la ecuacion de estructura de
SO(3), y en segundo lugar hallar una equivalencia entre el teorema funda-
mental de superficies y esos dos teoremas (Teoremas 2.3.3 y 2.3.4) que en
principio solo influfan en la teoria de grupos de Lie.






Capitulo 3

Aplicaciones del Teorema
Fundamental

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi para inmersiones de superficies en R?, for-
man un sistema de tres ecuaciones en derivadas parciales que involucran a
seis funciones. Como sistema de ecuaciones en derivadas parciales, en prin-
cipio, no parece muy interesante en si mismo, sin embargo, como ya se
mencioné en la introduccién, a menudo ocurre que al trabajar con superfi-
cies con ciertas caracteristicas geométricas, el sistema de Gauss-Codazzi se
transforma en un sistema determinado que involucra a menos funciones. La
clave reside en elegir un sistema de coordenadas ”adaptado” a la condicién
geométrica impuesta, donde la primera y segunda formas fundamentales se
simplifiquen enormemente. Ademas, lo que resulta méas sorprendente, es que
muchos de estos sistemas de Gauss-Codazzi simplificados resultan ser equi-
valentes a ecuaciones de tipo soliton. Para completar esta memoria, en este
dltimo capitulo, se pretende relacionar, mediante el teorema fundamental
de superficies, algunas familias notables de superficies regulares con ciertas
ecuaciones en derivadas parciales muy significativas. De esta forma se pueden
relacionar propiedades geométricas de superficies con propiedades analiticas
de las soluciones. Ademsds el hecho de que gran parte de los procesos fisicos
de la naturaleza se modelicen mediante ecuaciones en derivadas parciales,
nos permite también relacionar estos procesos fisicos con la geometria de
superficies. Nos limitaremos a estudiar las superficies de curvatura constan-
te negativa y las superficies de Hasimoto, aunque hay multitud de ejemplos
adicionales en la literatura, constltese para mas ejemplos [16],[18] y [19].

3.1. Ecuacion de Sine-Gordon

En esta seccién vamos a ver que las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una su-
perficie asociadas a una parametrizacién de lineas de curvatura se reducen a
una tnica ecuacién de tipo Sine-Gordon. De hecho, demostraremos que exis-

35
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te una biyeccién entre las soluciones locales de la ecuaciéon de Sine-Gordon
cuya imdgen este contenida en (0,7) y las superficies de R con K = —1,
salvo movimientos rigidos. El desarrollo de este epigrafe sigue de cerca [2].
Comenzaremos recordando los siguientes conceptos,

Definicién 10. Sea S una superficie regular y v: (a,b) — S una curva
diferenciable, se dice que «y es una linea de curvatura si ¥(t) es una direc-
cién principal para todo t € (a,b). Las coordenadas de lineas de curvatura
son aquellas coordenadas paralelas a las direcciones principales de la super-
ficie. Un punto p € S diremos que es un punto umbilico si las curvaturas
principales en p son iguales. Es decir, si,

k1(p) = ka2(p).

Los siguientes resultados son bien conocidos en la teoria local de super-
ficies, y sus demostraciones pueden ser consultadas en [4],

Proposicion 3.1.1. La condicién necesaria y suficiente para que las curvas
coordenadas sean lineas de curvatura en un entorno de un punto no umbilico
es que,

f=F=0.

Proposicién 3.1.2. Si S C R? es una superficie y py € S es un punto no
umbilical, entonces existe x:U — S cerca de py de lineas de curvatura. Es
decir,
{F = (Xy,Xy) =0
f=(Xuw, Ny =0"

lo que equivale a que en este sistema de coordenadas,

I = Edu® + Gdv?
II = edu® + gdv®~

Una vez recordados los conceptos y propiedades necesarias, empezaremos
simplificando las ecuaciones de Gauss-Codazzi.

Teorema 3.1.3. Supongamos que x(u,v) es una parametrizacion de lineas
de curvatura de una superficie S C R3 con sus formas fundamentales dadas
p0r7
I = Edu® 4+ Gdv?
{H = edu® + gdv? "

Entonces, las ecuaciones de Gauss-Codazzi son,

(58)o + (58)u = GutByGu _ EjtFuGu _ cg

2F oE/)u = T ARG 1E?2 E
_ (eG+gFE E
ev = (S5p&- ) Ev
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Demostracion. Si F' = f = 0, entonces tenemos los simbolos de Christoffel,

1 _ Eu 2 _ —E,
I‘11_2E FH_(ZIG
Fl_& 1"2_774

12_25‘ 12_%@'
Fl_fu FQ_J
22 — 2F 22 — 2G

Entonces, si usamos la ecuacién de Gauss (1.25),
(T1o)o — (T32)u = T11T3s + T12T35 — T1al'1p — [l — GK,
y las ecuaciones de Codazzi (1.26), obtenemos el resultado. O
Introducimos ahora la ecuacién de Sine-Gordon,

Definicion 11. Llamamos ecuacion de Sine-Gordon a la ecuacién en deri-
vadas parciales,
O, — Opp = sin cos . (3.1)

La ecuacién de Sine-Gordon es la generalizacién de la ecuacién de ondas
al caso no lineal. Ademas, puede simplificarse haciendo el cambio,

__ UuU—v
. UTv
y="

0y = sinf cos 0.

vy nos queda,

Finalmente, enunciaremos y demostraremos el teorema sobre la biyeccion
entre las superficies con K = —1 y las soluciones locales de la ecuacién de
Sine-Gordon.

Teorema 3.1.4. Sea S una superficie de R? con K = —1. Entonces existe
una parametrizacion local de coordenadas de lineas de curvatura (u,v) tal
que,

I = cos? gpdu? + sin? pdv?
II = sin ¢ cos ¢(du? — dv?)”’

donde 2¢ es el angulo entre dos direcciones asintoticas.
Ademds, las ecuaciones de Gauss-Codazzi son equivalentes a la ecuacion de
Sine-Gordon,

Guu — Gvy = Sin ¢ cos ¢.

Demostracion. Sean k1, ko las curvaturas principales, entonces, como K =
ki1ko = —1, necesariamente ki # ko, luego no existen puntos umbilicales en
S. Por lo tanto, segun la Proposicién 3.1.2, existe x(u,v) parametrizacion
de lineas de curvatura en S, con respecto a la cual,

I = Edu? + Gdv?
II = edu? + gdv? -
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Entonces, se sigue que

k1= %
ko = &7
y puesta que k1ko = —1 existe una funcién diferenciable ¢ tal que,
k1= £ =tan¢
ko =% =—cotg’
Es decir,
e=Ftan¢
g=—Gcoto’

Y por las ecuaciones de Codazzi que verifican (Proposicién 3.1.3),

ey = (Etan¢), = 3 E,(tan ¢ — cot ¢)
gu = (=G cot @), = %Gu(tan¢> —cot @)’

se tiene,
E, _ _sin¢>¢
2E = cos¢p Y
Gy _ cos¢¢ ’
2G ~ sing 7Y
es decir,

{ (log E), = (log cos 9).
(log G),, = (logsin ),

Por tanto, existen funciones diferenciables ¢1(u) y co(v) tales que,

DN =

%logE = logcos ¢ + c1(u)
5log G = logsin ¢ + c2(v)

0 equivalentemente,
VE = e (u) cos ¢
VG = e2Wsing
Ademss, como I es definida positiva, v'E, v/G no se anulan y entonces sin ¢

y cos ¢ son positivos, esto es, ¢ € (0, 7).
Si hacemos el cambio de coordenadas, (w(u), z(v)) tal que,

obtenemos, por la regla de la cadena,

Ox _0xX0u _ o)
dw  Budw ¢ ’

y entonces,
||xw || = cos ¢.
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Y andlogamente,

||x.|| = sin ¢.

Por otra parte, como w solo depende de u y z de v, se tiene que,

X[ Xy
XZHXU ’
es decir, x(w, z) es una parametrizacién de lineas de curvatura y se tiene
que,
I = cos? pdw? + sin? ¢pdz?
II = sin ¢ cos p(dw? — dz?)’
va que, e = Etan¢ y g = —G cot ¢.

Para demostrar que las ecuaciones de Gauss-Codazzi equivalen a la ecuacién
de Sine-Gordon,

¢ww - ¢zz = sin ¢COS ¢v

empezaremos, teniendo en cuenta que,

E = cos? ¢
F=0 |
G = sin? ¢

y’
e = sin ¢ cos ¢
f=0
g = —sin ¢ cos ¢

Finalmente, sustituyendo en las ecuaciones de Gauss-Codazzi del teorema
anterior obtenemos el resultado, ya que las ecuaciones de Codazzi son tri-
viales y la ecuacién de Gauss es exactamente la de Sine-Gordon.

Por ultimo, veremos que el dngulo entre dos direcciones asintéticas es 2¢.
Como,

IT = sin ¢ cos p(dw? — dz?),

tenemos que X, +X, Vv X,y —X, son direcciones asintoticas y vectores unitarios,
entonces,

(X + Xz, Xy — Xz) = €08 20,

luego, el dngulo es 2¢. O

Este teorema junto con el teorema fundamental de superficies nos de-
muestra que existe una biyeccién entre las soluciones ¢ de la ecuacién de
Sine-Gordon y una superficie con K = —1, salvo movimientos rigidos.

Es facil a partir de aqui generalizar ligeramente este resultado.
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Teorema 3.1.5. Sea ¢ una solucion de la ecuacion de Sine-Gordon. En-
tonces existe una superficie S en R3 con curvatura constante y negativa tal
que,

Puv = —K sin ¢ cos ¢

para alguna parametrizacion x(u,v) de S. Ademds, el dngulo entre las dos
direcciones asintdticas es 2¢.

Demostracion. La demostracién de este teorema es idéntica a la del Teorema
3.1.4, teniendo en cuenta que ahora la curvatura de Gauss es K. O

Consideramos la ecuacién de Sine-Gordon,
¢uu - d)vv = sin ¢COS d)a
y tomamos la solucién ¢ = arcsin(sech u). A partir de esta solucién, tenemos,
sin ¢ = sech u,
y por tanto,

cosh®u — 1

cos?p =1—sin?p =1 —sech®u = = tanh? u.

cosh?u

De donde, cos ¢ = tanhu y se obtienen las formas cuadraticas,
I = tanh? udu? + sech? udv?

IT = — sech utanh u(du® — dv?),

que definen, salvo movimientos rigidos a la pseudo-esfera.

Figura 3.1: Pseudo-Esfera (Mathematica).

De forma inversa, mediante una parametrizacion de lineas de curvatura
de una superficie con curvatura de Gauss K = —1, se pueden hallar solucio-
nes a la ecuacién de Sine-Gordon. En las siguientes figuras, podemos observar
las superficie de Kuen, y de Dini, extraidas del programa 3D-XplorMath-J.
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Figura 3.2: Superficies con K = —1.

También se puede obtener la superficie pseudoestérica siguiente (que de
nuevo se ha extraido de 3D-XplorMath-J),

Figura 3.3: Pulsante Paramétrica.

3.2. Superficies de Hasimoto

A lo largo de este apartado vamos a relacionar las soluciones a la ecuacién
de Schrodinger no lineal con las superficies de Hasimoto. Para describir estas
superficies empezaremos introduciendo la ecuacion de induccion localizada

Xt = Xg A Xgs, (3.2)

donde x = x(s,t) representa la evolucién del filamento y el tiempo y A
representa el producto vectorial de R3. Esta ecuacion (3.2) describe el movi-
miento de un vortice diferenciable en un fluido perfecto tri-dimensional que
se deriva por aproximaciones de la Ley de Biot-Savart. En 1906, Da Rios, un
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estudiante graduado de Levi-Civita, escribié un Trabajo de Fin de Master
en el que modelaba el movimiento de una curva de R3 que se propagaba de
acuerdo con la ecuacién de induccién localizada. Obsérvese que si x(s,0),
la condicién inicial, estd parametrizada por el arco, entonces también lo

estdn todas las copias del filamento. Es decir, si ||x(s,0)|| = 1, entonces,
Ix(s,t)|| = 1 para todo tiempo ¢. En efecto, usando (3.2) obtenemos,
0,60 0 ox 93x Ox
— (= t), — t)) =2det(—,==,=) =0 3.3
8t<asx(87 )7 88X(S7 )> € (087 883? 88) Y ( )
esto es <g—’s‘, %) no depende del tiempo ”t”, entonces como,
ox ox
el el -1
(5,00, 5 (5,0) =1,

lo mismo se cumple para todo t.

Proposicién 3.2.1. Sila condicion inicial estd parametrizada por el arco, la
ecuacion de induccion localizada es equivalente al flujo binormal del vortice.

Demostracion. Consideramos el vértice para un t fijo, x(s) = x(s, t) parame-
trizado por la longitud de arco. Entonces, por las férmulas de Frenet-Serret,

X = Xs ANXgs =t Atg =t Akn = kb.
Y con esto demostramos la equivalencia. ]

Definicion 12. Las superficies generadas por el flujo binormal se llaman
superficies de Hasimoto.

Figura 3.4: Superficies de Hasimoto.
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En las figuras anteriores podemos observar dos superficies de Hasimoto,
el vortice inicial de la primera (obtenida mediante Mathematica) es plano,
mientras que el de la segunda (extraida de [16]) tiene torsién no nula.

Por otra parte en el citado trabajo Da Rios dedujo las ecuaciones en

derivadas parciales que relacionan la torsién y la curvatura de un filamento,

{ ki = —27ks — kT

. 3.4
N (34)

En el siguiente teorema caracterizamos geometricamente estas ecuacio-
nes de Da Rios [7],

Teorema 3.2.2. Las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.25) y (1.26) de una
superficie de Hasimoto son equivalentes a las ecuaciones de Da Rios (3.4).

Demostracion. Dada una superficie de Hasimoto se tiene que,

Xs =1
{Xt Ry (3.5)

de donde, usando las férmulas de Frenet-Serret, obtenemos,

Xss = kn
Xg = Xts = —k™n + kb .
Xt = —k?kst + (]6'7'2 — kss)n + (_2ksT - kTs)b

Es decir,
E = (x4,%x5) =1
F = (x5,%x¢) =0,
G = <Xt,Xt> = k‘2
y también,
e = (xs5,N) = —k
f:<XSt7N>:kT )
g = <Xtt7N> = kss - k7_2
donde,
. X N\ Xyt _
[ A x|

También deducimos que los simbolos de Christoffel se pueden expresar como,

I%l =0 1;%1 :I?
1P12 = , I 2:k T
F22 = —kks F22 — kST — g

Por tanto, sustituyendo en las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.25), (1.26),
(Th)e — (TFa)s = F%lrbl + P%lrzz - 11%111%2 - E%QF%l +EK
et — fs=eljg+ f(I7y —T1q) — 91y )
ft = 9s = elgy + (T3, — T5y) — gT'5;
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se obtienen las ecuaciones de Da Rios, que son exactamente las de Codazzi,
ya que la de Gauss es trivial. O

Finalmente, relacionaremos estas ecuaciones con la ecuacién de Schro-
dinger no lineal mediante la transformacién de Hasimoto, o también llamada
curvatura compleja, que fue introducida por Hasimoto en 1971 [8].

Definicion 13. Definimos la transformacion de Hasimoto o también cur-
vatura compleja como,

U = kel Joo T8 (3.6)

{ k=¥
T= Im(%) '

Por otra parte la ecuacion de Schrodinger no lineal es la ecuacién en deri-
vadas parciales no lineal, dada por,

de donde

1
Wes +iW; + 5||\1f||2\11 =0. (3.7)

Teorema 3.2.3. Las ecuaciones de Da Rios (3.4) asociadas a la ecuacion
de induccion localizada (3.2) son equivalentes a la ecuacion de Schrodinger
no lineal (3.7), via la transformacion de Hasimoto (3.6).

Demostracién. Derivando la curvatura compleja (3.6) obtenemos,

\I/t = ]{)tei fSSO Tds* + Zk(f )ei fSSO Tds*

S
] * ;S *
U, = ksez fSO Tds + ikre" fso Tds

i [° Tds* . i [° rds* . i [° Tds* i [ Tds*

Wy, = kgse' 150 T 4 2k ret foo T 4 ikryet foo T or2et o T

s
0 TtdS*

Es decir, si k # 0,
) 1
Wes + 30, + §|y\11\|2x1/ =0,

equivale a,
{ ky = —27ks — kg
s * _ 17,2 kss .2
fSOTtdS =5k 4 T — 7
Y esto tltimo equivale a las ecuaciones de Da Rios, donde para el reciproco

se utiliza el cambio,
U+ — Pet Jo T(E)dt”

con T(t) = (—12 + L}zb + %k2)80' -

Gracias a estos resultados y al teorema fundamental de superficies te-
nemos fuertes relaciones entre la ecuacién de induccién localizada (3.2), el
flujo binormal, las superficies de Hasimoto, las ecuaciones de Da Rios (3.4)
y la ecuacién de Schrodinger no lineal (3.7), salvo movimientos rigidos. En
particular, a partir de una solucién de la ecuacién de Schrodinger no lineal
se puede obtener una superficie de Hasimoto.
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3.3. Varillas Elasticas de Kirchhoff

En esta seccién vamos a obtener, geométricamente, soluciones a la ecuacién
de induccién localizada (3.2), es decir, mostraremos como obtener superficies
de Hasimoto usando las lineas centrales de varillas elasticas. Estas superficies
se corresponden con las soluciones 1-solitén de la ecuacién de Schrodinger
no lineal (3.7). Comenzamos con la definicién de varilla eldstica. Para més
detalles, véase [12].

Definicion 14. Una warilla o curva referencial es una aplicacion
¥:[a,b] — O(R3) definida por,

?(t) - (7(07 t(t>7 mj (t), mQ(t))v

donde v es una curva en R?® parametrizada por la longitud de arco y t(t) es
el tangente unitario a . A la curva v la llamaremos linea de centros de la
varilla. Y a la referencia ortonormal positivamente orientada (t, m;, my) la
llamaremos referencia material de la varilla.

En definitiva una varilla es una curva en el fibrado de referencias orto-
normales tal que el primer campo de vectores de la referencia material es el
tangente unitario a la linea de centros.

Proposiciéon 3.3.1. Dada una referencia material se tienen las siguientes
ecuaciones,

Dtt = mimj + Moy

Dim; = —mqt + mmy .

Dtmg = —mgt — mimy

Demostracion. Es analoga a la demostracion de las ecuaciones de Frenet-
Serret para el triedro de Frenet (t,n,b). ]

De acuerdo con el modelo de Kirchhoff, podemos definir la energia elasti-
ca que controla la forma de la varilla de la siguiente manera,

Definicion 15. Definimos la energia eldstica total de una curva referencial
7 por,

E®#®) = /oqm% + agm3 + BmAdt,
v

donde a1, y 5> 0.

Obsérvese que los términos de a3 y ag nos dan informacién sobre la
energia de flexion, y el término de 8 nos da la energia de torsién. Lo mas
habitual es trabajar con tubos circulares, por lo que analizaremos este caso
simétrico, es decir, el caso en que & = a; = a9, con lo que, usando que
k = || Dst|| tenemos que la energia de flexién viene dada por,

@ / k2dt.
2 Y
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Definicion 16. Diremos que una varilla I' es una varilla eldstica de Kirch-
hoff si es un punto critico del funcional,

ER) = / ak? 4+ Bm2dt.
vy

Si f = 0, no tenemos energia de torsion y entonces una varilla eldstica
se conoce como curva elastica. Para una demostracién de los dos resultados
siguientes véase [12].

Teorema 3.3.2. Sea k # 0. Una curva v es la linea de centros de una
varilla eldstica st y solo st v es un punto critico de,

]:(’Y)=>\1/dt+/\2/7dt—|—>\3/k2dt.
Y Y Y

Observacién 10. Podemos simplificar F(7v) a,

F(y) = /\/(k2 + p)dt + o / Tdt.
v v

Corolario 3.3.3. La primera formula de variacion para el funcional,

Fly) = Al/dt+/\g/7dt+)\3/k2dt,
Y Y v

es,

b
FO) = S FC)emo= [ (EV)at+ BV,

donde,
1
E = (Nsky + ik()\gkz —2X1) + k(A2 — A37))n + (ke (2037 — A2) + Ask7e)b,

Y

A
B(V.7) = 32 (b. DiDV) + Ask(n, DiV) = (1. V),
con,
A3k? —2)
J = %t + Askn + k(AsT — Ag)b,

y {t,n, b} representa el triedro de Frenet de .
El siguiente resultado es fundamental para nosotros,

Teorema 3.3.4. Si~ es la linea de centros de una varilla eldstica de Kirch-
hoff, entonces,
T = Aot + A3kb, (3.8)

es la restriccion a vy de un campo de Killing de R3.
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Demostracion. Como acabamos de ver la primera féormula de variacién de
F en 7 en la direccién del campo variacional V es,

. b
F(0) = / (E(), V)dt + BV,)L.

Ademsds, si v es la linea de centros de una varilla elastica de Kirchhoff,
entonces vy es un punto critico de F, es decir, £(y) = 0, y por tanto,

F(0) = B(V,7)l5.

Sea J el campo de vectores del corolario anterior, vamos a ver que se trata
de un campo de vectores constante a lo largo de cualquier varilla elastica de
Kirchhoft.

Para eso consideramos un campo variacional constante V', que deja inva-
riante a F, y entonces,

Ademas, sirve para cualquier punto intermedio ¢ € (a,b), es decir, (J,V) es
constante en [a, b] y por ser V constante y arbitrario, J es constante.
Ahora, sabiendo que las rotaciones de R? también dejan fijo F, considera-
mos el tnico tipo de campos de vectores de R3 que generan una familia
uniparamétrica de rotaciones, es decir, los que son de la forma p A Z con p
vector de posiciéon y Z constante.

Restringiendonos sobre v, tenemos, V = v A Z para los cuales, F (0) es cero.
Y por tanto,

B(V,v) = ?<b7 DyDV') + Xsk(n, D;V') — (J, D;V) = cte.

Sustituyendo, V =~ A Z, y agrupando adecuadamente,

A
%(b, knAZ)+ Ask(n, t A Z) — (J,y A Z) = (—Aat — Askb — J Ay, Z) = cte,

para todo Z € x(R3) constante. Luego, si T = Aot + A3kb, se tiene que,
T=yNJ+W, (3.9)
con W constante, es decir, I es un campo de Killing sobre ~. O

Como consecuencia de lo cual obtenemos los siguientes corolarios,

Corolario 3.3.5. La linea de centros de una varilla de Kirchhoff evoluciona
segun la ecuacion de induccion localizada (3.2).
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Demostracion. De las ecuaciones (3.8), (3.9) de la demostracién anterior
obtenemos que el campo,

T =Xt + XAskb =y AJ+ W, (3.10)

definido sobre v se puede extender a un campo de Killing de R3. El primer
sumando del miembro de la derecha de (3.10) corresponde a una rotacién
mientras que el segundo determina una traslacién. La composicién de ambos
da lugar a un movimiento de R? helicoidal con lo que despues de un cambio
de coordenadas podemos suponer que W = aJ, con a € R3. Asf,

1
kb= (Dot +y AT +ad), (3.11)
3

lo que concluye la prueba. ]
Como consecuencia,

Corolario 3.3.6. La evolucion de las lineas de centro de eldsticas de Kirch-
hoff generan superficies de Hasimoto.

Ademsds, se puede ver que éstas se corresponden con las soluciones 1-
solitén de la ecuacién de Schrodinger no lineal [10]. Obsérvese que el primer
sumando del término de la derecha de (3.11) se induce un ”deslizamiento” de
la curva sobre su trayectoria, mientras que el resto estd asociado a un movi-
miento rigido. Asi, las lineas de centros de las elasticas de Kirchhoff, evolucio-
nan bajo la ecuacién de induccién localizada (3.2) cambiando de posicién,
pero no de forma. Ademds aquellas que evolucionan sin ”deslizamiento”,
puramente por movimientos rigidos, es decir, Ao = 0, son precisamente, las
curvas eldsticas de R3. En otras palabras, las curvas eldsticas de R3 evolu-
cionan bajo la ecuacién de induccién localizada (3.2) mediante movimientos
rigidos puros (sin deslizamiento). De este modo, tomando como condicién
inicial una linea de centros de una eldstica de Kirchhoff, se tiene un proce-
dimiento geométrico para construir superficies de Hasimoto.

Otra cuestion diferente seria encontrar parametrizaciones explicitas de
tales superficies. En la linea de lo tratado en este trabajo, una posibilidad
para buscar tales parametrizaciones seria encontrar un entorno coordenado
”adaptado” a las caracteristicas geométricas del problema donde se simpli-
fiquen las ecuaciones de Gauss-Codazzi y, a partir de ahi, intentar integrar
el sistema cuya integrabilidad estd garantizada por dichas ecuaciones.

El proceso es, en general, bastante complicado de realizar, aunque en
algunos casos, como el que estudiaremos a continuacion, éste se puede sim-
plificar con alguna hipotesis geométrica adicional.
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Por ejemplo, intentaremos determinar las superficies de Hasimoto con
filamentos planos. Puesto que 7 = 0, las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Da
Rios (3.4) se reducen a,

kt - 0
{%kg N (3.12)

con v € R.

La segunda ecuacion nos dice que los distintos filamentos son eldsticas pla-
nas, mientras que la primera indica que la curvatura de todos los filamentos
es la misma, cosa que ya sabemos pues las eldsticas evolucionan por movi-
mientos rigidos bajo la ecuacién de induccién localizada (3.2), segtiin hemos
mencionado anteriormente.

Parametricemos la superficie de forma natural, es decir, x(s,t) donde
para cada t fijo obtenemos una copia del filamento x(s,-). De la primera
ecuacién de (3.5) se deduce claramente que las diferentes copias del filamento
son geodésicas de la superficie de Hasimoto. Ademads, como los filamentos
son planos (7 = 0) y evolucionan por movimientos rigidos, el binormal de la
segunda ecuacién de (3.5) no depende de s, en otras palabras,

{xt(s( ) = o E?)],D()t) _ (3.13)

Usando ahora los calculos de la demostracion del Teorema 3.2.2 tenemos,

Xs = t(S, t)
{Xt = k(s)b(t) = k(s)ts(t)’ (3.14)

Xss = k(s)n(s,t)
xst = ksb(t) ) (3.15)
Xy = —kkst(s,t) — kssn(s,t)

Si k(s) es constante entonces el filamento inicial (y todas las copias) son
circulos y b(0) = (0,0,1) (podemos suponerlo tras un cambio de coorde-
nadas, pues b(0) es constante) y como el circulo eldstico se mueve por los
movimientos rigidos asociados al campo de Killing que extiende a b, que en
este caso son traslaciones, la superficie de Hasimoto seria un cilindro circular
recto.

Luego, podemos suponer que k(s) no es constante, y entonces de (3.14)
y (3.15) obtenemos,

{Xtt = k(s)t5(t) = k(s)ks(t)ns(t) _ (3.16)

ks
Xt = —kksXs — %Xss
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Igualando y derivando respecto de t se sigue que, § es un circulo y bs =

(0,0,1). Ademas,
2

k
kk? = kk? + ? (3.17)

es compatible con el hecho de que el filamento es eldstico.

Podemos suponer que el circulo § esta centrado en el origen del plano xy
perpendicular a bs = (0,0,1). Entonces, imitando los célculos de [6] y [7]
para el caso Riemanniano obtenemos la siguiente proposicién [8], [10],

Proposiciéon 3.3.7. Una superficie de Hasimoto con filamentos planos es
o un cilindro circular recto o una superficie de revolucién generada por una
eldstica plana.

Como la parametrizacion de una superficie de revolucién es estandar y
las eldsticas planas se pueden también parametrizar explicitamente [3], de
la proposicién anterior se puede obtener la parametrizaciéon explicita de la
superficie de Hasimoto con filamentos planos.



Apéndice A

Generalizacion del Teorema
Fundamental

Como ya habiamos mencionado en la introduccién, en un primer momento,
el objetivo del Trabajo Fin de Master era presentar y demostrar el teorema
fundamental de subvariedades, sin embargo necesita de una gran base previa
por lo que con el d&nimo de reducir las dimensiones y hacer mas amena la
lectura de esta memoria se decidio simplificar. No obstante, dicho teorema
ya habia sido estudiado y es por eso que en este apéndice, se daran las ideas,
omitiendo las demostraciones, para poder comprender la demostracién que
puede ser estudiada de [17].

Empezaremos por presentar un tipo de fibrado especial sobre una variedad
diferenciable.

Definicion 17. Un G-fibrado principal sobre una variedad diferenciable M
y con grupo de Lie G es una tupla (P,,-) donde,

1) P es una variedad diferenciable.

2) La aplicacién 7: P — M satisface, m(u - g) = 7(g), para todo u € Py
g €aqG.

3) La aplicacién -: P x G — P dada por -(u,a) = u - a es diferenciable y
verifica, u - (ab) = (u - a) - b para todo u € P, a,b € G.

Ademads se debe cumplir que para todo p € M, existe U C M abierto de p
y un difeomorfismo ®: 7~} (U) — U x G que a cada u € 7~ }(U) le asocia

el par (m(u), p(u)) donde, p(u - g) = ¢(u) - g.

Con estas condiciones, se tiene que la aplicacién - es una accion a derechas
de G en P, que actua sin puntos fijos.

A continuacién debemos profundizar maés en este tema, por lo que en el
siguiente ejemplo se introduce el fibrado principal con el que se va a trabajar
para demostrar el teorema fundamental.

Ejemplo 1. Sea F(M) el conjunto de las bases del espacio tangente T}, M
para cada p € M. Consideramos la aplicacion, 7: F(M) — M que a cada

o1
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base le asocia el punto base p € M. Adema4s, si tomamos la siguiente apli-
cacién -: F(M) x GL(n,R) — F(M), definida de forma obvia, se tiene que
(F(M),m,-) es un fibrado principal, llamado fibrado de referencias.

Nuestro siguiente objetivo es trasladar una curva del grupo de Lie G, en
una curva en M, en este proceso nos aparecerd un campo de vectores cuya
importancia serda fundamental como indica su nombre.

Sea g el algebra de Lie de G. Para todo X € g, tenemos la curva pa-
rametrizada exp(tX) en G. Ademads, para cada p € M, podemos definir la
curva en M, ¢,(t) = p- (exp(tX)). Entonces, llamamos campo de vectores
fundamental al campo de vectores que en cada punto se define por,

_i|
a0

Con todo lo anterior en mente, estamos en condiciones de definir un tipo
de conexién que serd equivalente a las ya estudiadas de Cartan (para una
definicién de conexién de Cartan independiente del operador derivada cova-
riante, consultese [17]) y la generada por el operador V, también conocida
como conexién de Koszul.

a(X)(p) = ¢(0) [p - (exp(tX))].

Definicion 18. Una conexion de Ehresmann en un fibrado principal

m: P — M sobre M con grupo G es una 1-forma diferenciable en P con
valores en g, w, tal que,

1) Para todo X € g, w(o(X)) = X.

2) Para todo g € G'y todo campo de vectores Y de P, w(R,.Y) = Ad(g~ 1w (Y).

Antes de estudiar la equivalencia entre estos tres tipos de conexiones con-
viene observar que toda conexion de Ehresmann da lugar a una distribucion,
y reciprocamente.

Sea w una conexiéon de Ehresmann, es decir, tenemos la aplicacién li-
neal w(u): T, P — g para todo u € P. Entonces, definimos el subespacio
horizontal en u como el subespacio vectorial T,,H de T, P,

T,H = Kerw(u),

donde dimT, H =dimM .
Toda conexién de Ehresmann w en P da lugar a una distribuciéon H en
P.

Proposicién A.0.8. Sea H la distribucion en P determinada por w, en-
tonces se verifica,

1)T,P=T,H®T,V,

2) Ty.gH = (Ry)«T,H, y

3) H es una distribucion diferenciable.

Reciprocamente, si H es una distribucion en P que verifica los tres pun-
tos anteriores, entonces, H es la distribucion determinada por una Unica
conexion de Ehresmann w.
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El siguiente teorema estudia la equivalencia entre las conexiones, para
consultar la demostracién se puede consultar [17].

Teorema A.0.9. Toda conexion de Ehresmann viene de una unica conexion
de Cartan, y reciprocamente.

Ademas, ya hemos visto que todo operador V (conexién de Koszul) de-
termina univocamente una conexién de Cartan (véase el capitulo 1, seccién
2), y reciprocamente. Por tanto, hablar de conexiones de Koszul, Cartan o
Ehresmann es equivalente.

Por dltimo enunciaremos el teorema de Frobenius, que como ya hemos
visto es la base para la demostracién del teorema fundamental de superficies,
y ahora serd de gran utilidad para el caso de subvariedades de Riemann.

Teorema A.0.10 (Teorema de Frobenius). Para toda distribucion E de
rango k en M, los siguientes puntos son equivalentes,

1) E es completamente integrable.

2) E es involutiva.

3) Existe una atlas diferenciable foliado en M de codimension ¢ = n — k,
del cual toda placa es una varitedad integral de E.

En la demostracién del teorema fundamental de subvariedades se utili-
zard la versién diferencial de este teorema, que enunciamos en la siguiente
proposicién.

Proposicion A.0.11. Una distribucion £ en M es integrable si y solo si

d(L(E)) C L(E).

Finalmente, aqui tenemos el enunciado del teorema fundamental en el
caso mas general. Debemos recordar que este teorema puede extenderse a
variedades pseudo-riemannianas, cuya versiéon puede consultarse en [5], esta
versién para métricas no degeneradas es la que se usa en el articulo [7].

Teorema A.0.12 (Teorema Fundamental de Subvariedades). Sea M una
subvariedad conexa de una variedad de Riemann conexa y completa (M, (,))
de curvatura seccional constante Ky con fibrado normal m: M+ — M cuya
sequnda forma fundamental correspondiente es 11 y la conexion normal D.
De forma similar, consideremos una subvariedad conexa N con fibrado nor-
mal 7: N+ — N y con las correspondientes IT y D. Sea ®: M — N una
isometria y supongamos que existe un isomorfismo fibrado d: M+ — NL
que cubre ® y que preserva los productos interiores, las sequndas formas
fundamentales y las conexiones normales, es decir, que verifica,

1) Para todo &,v € T;-M, (Phi(£), ®(v)) = (&, v),

2) Para todo X,Y € T,)M, Ci)(II(X, Y))=11(®.X,®.Y) y

3) Para todo X € T,M y todo & € TpLM, B(Dx€) = Do, x (P(€)).
Entonces, existe una isometria F: M —s M tal que ® = F|p y ® = Fy|p/e.
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Reciprocamente, sea (M, ((,))) una variedad de Riemann de dimension n
simplemente conexa con derivada covariante V y tensor de curvatura Rm.
Sea m: E — M un fibrado vectorial sobre M de dimension m — n con
métrica de Riemann {,}. Tomemos § una conexion en E compatible con
la métrica, un tensor de curvatura Rmg, sea o una Seccion del fibrado
Hom(TM x TM, E) determinada por V y § y para cada X € T,M y cada
¢ en(p) sea A¢(X) € T,M el tinico vector que satisface,

({(Ae(X),Y)) = {¢,0(X, Y)},

para todo Y € T,M. Supongamos ademds que o y 0 satisfacen las ecuacio-
nes de Gauss, Codazzi y Ricci. Entonces existe una inmersion isométrica
f: M —s M y un isomorfismo fibrado f de E en el fibrado normal de f(M)
que cubre f y tal que preserva los productos interiores, las sequndas formas
fundamentales y las conexiones normales.

Para cerrar este apéndice, debemos recalcar que este teorema generaliza
al estudiado en el segundo capitulo, puesto que el caso de superficies es un
caso particular de este, ya que se verifican todas las condiciones.
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