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Introducción

El objetivo fundamental de este Trabajo Fin de Master sobre el ”Teorema
Fundamental de Superficies y Aplicaciones” es completar la formación en
Geometŕıa Diferencial y Geometŕıa de Riemann recibida a lo largo del Grado
de Matemáticas y del Master en Modelización e Investigación Matemática,
Estad́ıstica y Computación, poniendo especial énfasis en la relación de éstas
con otras disciplinas afines como Topoloǵıa, Ecuaciones Diferenciales, Cálcu-
lo de Variaciones, F́ısica e, incluso, Álgebra. Asimismo, pretende sentar una
sólida base para la iniciación en investigación de cara a futuros estudios de
doctorado.

El punto de partida es la formación adquirida, no sólo durante los es-
tudios de Grado y Máster, sino también durante la realización de distin-
tas actividades formativas que se detallan más adelante. La combinación
de estos factores ha hecho posible enfocar el tema elegido de una forma
”multidisciplinar” e incluso culminar el proceso con una incursión en la in-
vesigación [7].

Las actividades a las que haćıamos referencia previamente son el Trabajo
Fin de Grado sobre ”Geodésicas en Variedades de Riemann”, [15], y diversos
proyectos realizados a lo largo del Grado de Matemáticas y del Master en
Modelización e Investigación Matemática, Estad́ıstica y Computación, como
son el estudio en profundidad de la tesis doctoral [1], efectuado durante el
disfrute de la Beca de Colaboración del Gobierno Vasco en el año 2014, sobre
las ”Curvas Elásticas”; la beca de la Unidad de Formación e Investigación
en Matemáticas, UFI11/52 UPV/EHU, del año 2014, en la que se estudio el
problema variacional asociado a un funcional energético de tipo cuadrático,
muy usado en técnicas de reconstrucción de imágenes en los espacios modelos
tri-dimensionales; y la beca de la Unidad de Formación e Investigación en
Matemáticas, UFI11/52 UPV/EHU, del año 2015, en la que se culminó el
art́ıculo ”Hypersurface Constrained Elasticae in Lorentzian Space Forms”,
[7] y que previamente necesitó el estudio de Geometŕıa Pseudo-Riemanniana.

En las siguientes ĺıneas analizaremos los objetivos y motivaciones pa-
ra la elección de este tema, y a su vez indicaremos diversas relaciones con
asignaturas del Grado de Matemáticas y del Master en Modelización e In-
vestigación Matemática, Estad́ıstica y Computación.

Un resultado básico de la asignatura de Geometŕıa Local de Curvas y
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Superficies del Grado de Matemáticas es el Teorema Fundamental de Curvas
en el espacio eucĺıdeo R3, en el cual se demostraba la existencia y unicidad
de curvas en R3, salvo movimientos ŕıgidos, en términos de la curvatura y la
torsión. Más concretamente, se véıa que dadas dos funciones reales κ(s) > 0
y τ(s) y una 1-forma, ds, que es la que nos induce la parametrización por
la longitud de arco, se consegúıa determinar por completo una curva γ de
R3, salvo movimientos ŕıgidos. Es decir, esos 3 objetos determinaban las tres
funciones necesarias para definir la curva γ = (γ1, γ2, γ3).

Este hecho nos lleva al primero de los objetivos primordiales de este Tra-
bajo Fin de Master, que consiste en estudiar si existe un teorema análogo
para superficies inmersas en R3. En otras palabras, queremos ver si exis-
ten una serie de invariantes eucĺıdeos de la superficie S, que se obtengan
mediante derivadas de la parametrización de S y diversas operaciones al-
gebraicas que involucren a estas derivadas, que determinen uńıvocamente,
salvo congruencias o movimientos ŕıgidos, a la superficie.

En una primera aproximación a este problema cabe pensar en una com-
binación de tres invariantes geométricos, como pueden ser la curvatura de
Gauss, K, la curvatura media, H, o las curvaturas principales, ya que la pa-
rametrización de la superficie viene dada por tres funciones x = (x, y, z). Sin
embargo, puede demostrarse, aunque la prueba no es sencilla, que no existen
tres de estos invariantes que determinen completamente la superficie. Una
vez desechada esta primera aproximación, podemos pensar en la idea del
Teorema de Bonnet, donde en primer lugar se trata de buscar invariantes
que aseguren la unicidad de la superficie, de nuevo la unicidad se entiende
salvo congruencias o movimientos ŕıgidos. En la búsqueda de estos invarian-
tes, nos encontramos con dos formas cuadráticas simétricas asociadas a la
inmersión, como son la primera forma fundamental, es decir, la métrica in-
ducida en S, que es una forma cuadrática simétrica y definida positiva y de
la segunda forma fundamental.

Por otra parte, el Teorema de Bonnet trata de buscar condiciones y co-
nexiones entre dos formas cuadráticas simétricas cualesquiera (donde una
debe de ser definida positiva) para asegurar la existencia de una superficie
cuyas formas fundamentales sean precisamente esas dos formas cuadráticas.
En este apartado es donde aparecen de forma esencial las ecuaciones de
Gauss-Codazzi, a las que también se las llama ecuaciones fundamentales o
ecuaciones de compatibilidad, ya que la verificación de estas relaciones es
la que permite asegurar la existencia de una inmersión de S en R3 de ma-
nera que las formas fundamentales de la superficie coinciden con las formas
cuadráticas.

Acabamos de ver que para determinar una inmersión x = (x, y, z) de
forma única salvo congruencias es necesario contar con dos formas cuadráti-
cas simétricas, es decir, en un principio necesitamos de seis funciones. No
obstante, deben verificarse las tres ecuaciones de Gauss-Codazzi, por lo que
se recupera la naturalidad, en el sentido de que seis funciones con tres liga-
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duras nos otorgan tres grados de libertad, que son justamente los tres grados
de libertad que se tienen en x = (x, y, z).

Al Teorema de Bonnet se le suele llamar Teorema Fundamental de Su-
perficies, por su similitud con el caso de curvas, y a su enunciado y demos-
tración está dedicada la primera parte (caṕıtulos 1 y 2) de este Trabajo Fin
de Master como indica su t́ıtulo. Para la demostración que ofrecemos de este
teorema se necesita el criterio de Frobenius, el cual nos permite obtener un
nexo entre este trabajo y el Grado de Matemáticas, especialmente con la
asignatura de Variedades Diferenciables. En la elaboración de los caṕıtulos
1 y 2 se han usado de forma sistemática las referencias [5], [11] y [17].

Tras haber enunciado y demostrado el Teorema Fundamental de Super-
ficies en R3, podemos intentar extender nuestro primer objetivo y tratar
de generalizar este teorema. Podemos pensar por ejemplo en el problema
de la existencia y unicidad de inmersiones de hipersuperficies Mn ⊂ Rn+1,
donde los resultados son análogos a los del espacio tri-dimensional. También
podemos ampliar la codimensión y estudiar el problema de la existencia y
unicidad de subvariedades de un espacio eucĺıdeo, Mn ⊂ Rm para m > n. En
este caso, además de las ya mencionadas ecuaciones de Gauss-Codazzi apare-
ce otra ecuación fundamental, la ecuación de Ricci, que es trivial para el caso
de hipersuperficies. Finalmente, el caso más general consistirá en estudiar
condiciones que garanticen la existencia y unicidad de inmersiones de una
variedad dada Nn en otra variedad de Riemann Mm, m > n. Para obtener
resultados similares a los anteriores, en este último caso es esencial imponer
que la curvatura seccional de la variedad ambiente Mm(c) sea constante, ya
que sin esta restricción se necesitaŕıa aplicar condiciones geométricas sobre
el tipo de inmersión para poder obtener resultados razonables.

En un primer momento la intención era incluir en este Trabajo Fin de
Master la demostración del Teorema Fundamental de Subvariedades en el
caso más general que acabamos de mencionar. No obstante, a pesar de que en
un principio aśı se hizo, con objeto de no sobrepasar unas dimensiones razo-
nables y primordialmente, de buscar aplicaciones a la Geometŕıa Diferencial
clásica que mostraran conexiones entre ésta y otros campos fundamentales
como las Ecuaciones Diferenciales, Cálculo de Variaciones, F́ısica,... se ha
decidido limitar el trabajo al caso de superficies, aunque se ha reservado un
apéndice donde se presenta lo necesario para adentrarse en la demostración
general. Para poder entender el contenido de ese apéndice se necesita pre-
sentar las formas de conexión de Cartan que son un recurso muy útil para
el estudio de la Geometŕıa de Riemann mediante formas diferenciales. Nos
aparece aqúı una nueva conexión, en este caso del Master en Modelización e
Investigación Matemática, Estad́ıstica y Computación con la asignatura de
Geometŕıa de Variedades, en la parte de Geometŕıa de Riemann.

De hecho, las formas de Cartan que introduciremos en el primer caṕıtulo,
nos serán de gran utilidad también a la hora de establecer una equivalencia
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entre el Teorema Fundamental de Superficies de R3 y unos teoremas de es-
tructura en Grupos de Lie, aśı, en el caṕıtulo 2, utilizaremos estas formas
diferenciales para enunciar las ecuaciones de estructura de SO(3). Recorde-
mos que las álgebras de Lie son estudiadas en la asignatura de Grupos y
Representaciones del Master de Modelización e Investigación Matemática,
Estad́ıstica y Computación, lo que nos muestra una vez más la relación entre
el tema tratado en esta memoria y otras áreas cubiertas en el Máster.

Recapitulando, hemos visto que es posible obtener un resultado similar
al Teorema Fundamental de Curvas en el espacio eucĺıdeo, para el caso de su-
perficies de R3. En este teorema aparecen las ecuaciones de Gauss-Codazzi,
que son las ligaduras que deben verificar las formas cuadráticas para poder
asegurar la existencia de superficie. Estas ecuaciones de Gauss-Codazzi son
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que suele ser dif́ıcil de mane-
jar y de resolver. Para conseguirlo, muchas veces suelen imponerse requisitos
o caracteŕısticas geométricas sobre la superficie S, como, por ejemplo, que
se trate de una superficie minimal, H = 0; que la curvatura de Gauss, K,
sea constante; que la curvatura media, H, sea constante; que sea una super-
ficie de Hasimoto,... con el ánimo de que estas caracteŕısticas nos permitan
elegir localmente un sistema de coordenadas adecuado donde las ecuaciones
de Gauss-Codazzi se simplifiquen o incluso se reduzcan en número.

En este proceso de simplificación de las ecuaciones de Gauss-Codazzi
aparecen, a menudo important́ısimas conexiones con otros temas clásicos.
Por ejemplo, se pueden relacionar las superficies minimales, H = 0, con
las funciones armónicas, que son solución de ∆x = 0, ya que el Laplaciano
de la parametrización de cualquier subvariedad del espacio Eucĺıdeo es un
múltiplo de la curvatura media, H. Un segundo ejemplo, en el que estare-
mos especialmente interesados en el caṕıtulo 3, muestra la relación entre las
ecuaciones de Gauss-Codazzi y algunas ecuaciones de tipo solitón, es decir,
ecuaciones en derivadas parciales que admiten soluciones de tipo solitón. Es-
tas ecuaciones en derivadas parciales notables tienen gran interés en la F́ısica
y en la teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales, lo que nos permite relacionar este
trabajo fin de master con la asignatura de Ecuaciones en Derivadas Parcia-
les del Master de Modelización e Investigación Matemática, Estad́ıstica y
Computación.

Por ejemplo, si consideramos una superficie de R3 con curvatura de Gauss
K = −1, las ecuaciones de Gauss-Codazzi asociadas a las coordenadas de
ĺıneas de curvatura se corresponden con la ecuación Sine-Gordon. Debemos
aclarar aqúı que la ecuación Sine-Gordon admite soluciones globales, sin
embargo, estas soluciones globales dan lugar a superficies con singularidades,
como es el caso de la pseudoesfera, ya que en caso contrario contradiŕıa el
Teorema de Hilbert, que asegura la inexistencia de superficies completas con
curvatura de Gauss negativa y constante en R3, y que fue analizado en el
Grado de Matemáticas en la asignatura de Geometŕıa Global de Curvas y
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Superficies.
Análogamente, si estudiamos las superficies con curvatura media cons-

tante, H = cte, obtendremos una relación con la ecuación Sinh-Gordon. Y
como último ejemplo, si consideramos las superficies de Hasimoto, determi-
nadas por su evolución bajo la ecuación de inducción localizada (LIE), se
puede establecer una relación con la ecuación de Schrodinger no lineal.

En el tercer caṕıtulo, se estudiaran con más profundidad dos de estos
ejemplos, las superficies con curvatura de Gauss K = −1 y las superficies
de Hasimoto. En particular, se establecera una correspondencia entre las
soluciones de la ecuación de Sine-Gordon y las superficies pseudoesféricas
(K = −1). Además, se demostrará que las ecuaciones de Gauss-Codazzi
de una superficie de Hasimoto, con respecto a un sistema de coordenadas
geodésico, no son otra cosa que las ecuaciones de Da Rios [7], y se ve que me-
diante la curvatura compleja o transformación de Hasimoto introducida en
[8], éstas se relacionan con la ecuación de Schrodinger no lineal. Por último,
veremos que tanto las curvas elásticas [1] y [13], como las varillas elásti-
cas de Kirchhoff [12] proporcionan soluciones de la ecuación de inducción
localizada (LIE), por congruencia más deslizamiento, y permiten construir
superficies de Hasimoto [7], [12] y [13].

Aunque las soluciones de tipo solitón no son objetivo de esta memoria,
debemos añadir que a pesar de que han sido objeto de gran interés entre
los matemáticos recientemente, desde el siglo XIX, los geómetras estudiaron
ecuaciones de Gauss-Codazzi que dan lugar a ecuaciones solitón (aunque no
eran reconocidas por este nombre) y contribuyeron a su desarrollo mediante
el diseño de transformaciones para construir soluciones a las ecuaciones de
Gauss-Codazzi a partir de otras soluciones. A estas transformaciones se las
llama transformaciones de Backlund [16], [18] y [19].





Caṕıtulo 1

Ecuaciones Fundamentales

La teoŕıa de subvariedades es un campo dentro de la geometŕıa diferencial
tan amplio como ella misma, ya que ambas comienzan con la teoŕıa de curvas
y superficies en R3. En 1827, Gauss demostró que la geometŕıa intŕınseca de
una superficie de R3 depende solo de la métrica inducida. En 1854, Riemann
introdujo las variedades n-dimensionales, las variedades de Riemann y el
concepto de curvatura. En 1956, el famoso teorema de embebimiento de
Nash, que dice que toda variedad de Riemann puede ser isométricamente
embebida en un espacio eucĺıdeo de dimensión suficientemente grande (para
más detalles puede consultarse [5] o [14]), fue formulado con la esperanza de
que el hecho de que toda variedad de Riemann se pueda considerar como una
subvariedad de Riemann permitiŕıa usar las propiedades extŕınsecas como
ayuda para el estudio de las propiedades intŕınsecas.

En este primer caṕıtulo vamos a introducir las superficies desde el punto
de vista de teoŕıa de subvariedades. Es decir, se van a considerar como
inmersiones isométricas de una variedad de Riemann 2-dimensional en otra
variedad de Riemann. Para ello definiremos los objetos básicos que aparecen
al estudiar las subvariedades, y estudiaremos algunas propiedades esenciales
haciendo especial hincapié en las ecuaciones fundamentales, ya que tendrán
una importancia vital a lo largo de toda la memoria. La información de este
caṕıtulo esta sacada de [5] y de [17].

1.1. Subvariedades de Riemann

Como acabamos de decir, en primer lugar debemos estudiar los conceptos
básicos sobre la teoŕıa de subvariedades de Riemann. Con ese fin, en esta
sección se pretenden presentar todos aquellos objetos que serán necesarios
para poder desarrollar el trabajo.

Definición 1. Una inmersión es una aplicación diferenciable entre varieda-
des diferenciables cuya aplicación diferencial es inyectiva en todo punto. Sea
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2 1.1. Subvariedades de Riemann

(M̃, g̃) una variedad de Riemann de dimensión m, M una variedad diferen-
ciable de dimensión n, y Φ:M −→ M̃ una inmersión, definimos la métrica
inducida sobre M mediante,

g = Φ∗g̃. (1.1)

Sea (M, g) una subvariedad inmersa de (M̃, g̃), si g es la métrica inducida
por g̃ diremos que la aplicación Φ:M −→ M̃ es una inmersión isométrica.
Si Φ es una inmersión isométrica, entonces se dice que M es una subvarie-
dad inmersa de Riemann de M̃ . La variedad M̃ se denominará en adelante
variedad ambiente, o también espacio ambiente.

Observación 1. Como toda inmersión es localmente un embebimiento, y
nuestros cálculos serán locales, podemos suponer que M es una subvariedad
embebida de Riemann y, generalmente para aligerar la notación identificare-
mos M con Φ(M). También, denotaremos indistintamente a la métrica por,
g̃ = g = 〈, 〉.

Sea (M, g) una subvariedad de Riemann de (M̃, g̃). El conjunto,

TM̃ |M=
⋃
p∈M

TpM̃

es un fibrado vectorial sobre M . Lo llamaremos fibrado ambiente tangente
sobre M . Todo campo de vectores diferenciable en M̃ se puede restringir a
una sección diferenciable de TM̃ |M . Y rećıprocamente, toda sección diferen-
ciable X de TM̃ |M se puede extender localmente a una sección diferenciable
de TM̃ . Esta claro que usando g̃ en cada p ∈ M , el espacio ambiente tan-
gente TpM̃ se descompone como la suma directa ortogonal,

TpM̃ = TpM ⊕NpM. (1.2)

Llamamos espacio normal en p con respecto a g̃ a NpM = (TpM)⊥.

Figura 1.1: Espacio Normal.
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Análogamente a la construcción del fibrado tangente, podemos construir
el fibrado normal de M ,

NM =
⋃
p∈M

NpM.

Una vez introducidos estos conceptos, nos proponemos relacionar la cone-
xión de Levi-Civita de la variedad de Riemann (M, g),∇ con la de (M̃, g̃), ∇̃.

Usando (1.2) podemos descomponer el operador derivada covariante de
M̃ en los puntos de M en sus componentes tangencial y normal de la si-
guiente forma,

∇̃XY = (∇̃XY )> + (∇̃XY )⊥,

donde X,Y ∈ χ(M) (los campos de vectores tangentes a M) y las extensio-
nes locales de X,Y a campos de M̃ se denotan por las mismas letras.

Definición 2. Definimos la segunda forma fundamental de M como la apli-
cación, II :χ(M)× χ(M)−→N (M) dada por,

II(X,Y ) = (∇̃XY )⊥,

donde X,Y son extensiones arbitrarias a M̃ y N (M) representa el conjunto
de los campos de vectores normales a M .

Figura 1.2: Segunda Forma Fundamental.

Teorema 1.1.1. La segunda forma fundamental verifica las siguientes pro-
piedades,
1) Independencia de las extensiones de X e Y .
2) Bilinealidad sobre C∞(M).
3) Simetŕıa en X e Y .

Demostración. Demostraremos primero que la simetŕıa de II viene de la
simetŕıa de ∇̃. Consideramos los campos X,Y que están extendidos arbitra-
riamente a M . Entonces,

II(X,Y )− II(Y,X) = (∇̃XY − ∇̃YX)⊥ = [X,Y ]⊥.
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Además, como X e Y son tangentes a M en todo punto de M , también lo
es el corchete de Lie. Entonces, [X,Y ]⊥ = 0 y II es simétrica.
El hecho de que ∇̃XY |p dependa solo de Xp, induce inmediatamente la
independencia de las extensiones.
De hecho, por ser local, también se concluye que II(X,Y ) es lineal sobre
C∞(M) en X, y por tanto usando la simetŕıa es bilineal.

El siguiente resultado relaciona ambas conexiones de Levi-Civita,

Teorema 1.1.2 (Fórmula de Gauss). Si X,Y son extensiones arbitrarias a
campos de vectores en M̃ , la siguiente fórmula es cierta sobre M ,

∇̃XY = ∇XY + II(X,Y ). (1.3)

Demostración. Por la definición de segunda forma fundamental y la obser-
vación previa, es suficiente ver que (∇̃XY )> = ∇XY en todos los puntos de
M .
Empezaremos definiendo la aplicación, ∇> : χ(M)× χ(M) −→ χ(M) me-
diante, ∇>XY = (∇̃XY )> donde X,Y están arbitrariamente extendidos a
M̃ .
Es fácil ver que ∇> es una conexión en M . Por tanto, si conseguimos de-
mostrar que es simétrica y compatible con la métrica g, por la unicidad de
la conexión de Levi-Civita en M , tendremos la igualdad.
Para ver la simetŕıa, utilizaremos el hecho de que ∇̃ es simétrica y que el
corchete de Lie [X,Y ] es tangente a M ,

∇>XY −∇>YX = (∇̃XY − ∇̃YX)> = [X,Y ]> = [X,Y ].

Por último, para comprobar la compatibilidad con la métrica, sean X,Y, Z ∈
χ(M) extendidos a M̃ arbitrariamente. Utilizando la compatibilidad de ∇̃
con g̃, se sigue que,

X〈Y, Z〉 = 〈∇̃XY,Z〉+ 〈Y, ∇̃XZ〉 = 〈(∇̃XY )>, Z〉+ 〈Y, (∇̃XZ)>〉 =

= 〈∇>XY,Z〉+ 〈Y,∇>XZ〉.

Luego, ∇> es comptaible con g y simétrica, es decir, por unicidad
∇> = ∇.

A continuación, veremos que a pesar de que la segunda forma funda-
mental se haya definido en términos de la derivada covariante de campos de
vectores tangentes a M , también se puede emplear para evaluar derivadas
covariantes de campos de vectores normales.

Supongamos que X ∈ χ(M) y N ∈ N (M) se extienden arbitrariamente
a M̃ , entonces se verifica, la Fórmula de Weingarten,

∇̃XN = −ANX +DXN (1.4)

donde −ANX = (∇̃XN)> y DXN = (∇̃XN)⊥.
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Definición 3. Llamamos endomorfismo de Weingarten a menos la parte
tangencial en la fórmula de Weingarten, AN . Y definimos la conexión en el
fibrado normal como la aplicación D : χ(M)× χ(M) −→ N (M) dada por,
DXN = (∇̃XN)⊥.

Observación 2. La conexión en el fibrado normal es una conexión af́ın.

Teorema 1.1.3 (Ecuación de Weingarten). Supongamos que X,Y ∈ χ(M)
y N ∈ N (M). Cuando se extienden X,Y,N arbitrariamente a M̃ , se verifica
la siguiente igualdad en los puntos de M ,

〈∇̃XN,Y 〉 = −〈N, II(X,Y )〉. (1.5)

Demostración. Sabemos que 〈N,Y 〉 se anula en M y que X es tangente a
M , por tanto,

0 = X〈N,Y 〉 = 〈∇̃XN,Y 〉+ 〈N, ∇̃XY 〉 =

= 〈∇̃XN,Y 〉+ 〈N,∇XY + II(X,Y )〉 = 〈∇̃XN,Y 〉+ 〈N, II(X,Y )〉.

Tal y como queŕıamos demostrar.

Utilizando la fórmula de Weingarten (1.4), se puede simplificar la ecua-
ción de Weingarten (1.5),

〈N, II(X,Y )〉 = −〈∇̃XN,Y 〉 = 〈ANX,Y 〉.

Y de la simetŕıa de II se deduce que el endomorfismo de Weingarten AN es
autoadjunto.

En lo que sigue, vamos a detallar las ecuaciones fundamentales de subva-
riedades, demostrando cada una de ellas. Empezaremos con una definición
para poder simplificar la notación, esta definición cobrara más sentido cuan-
do tratemos de generalizar el teorema fundamental, ya que necesitaremos
definir una nueva conexión, que quedará definida por la siguiente propiedad,

Definición 4. Definimos la conexión de Van Der Warden-Bortolotti como,

∇̄XII(Y,Z) = DXII(Y,Z)− II(Y,∇XZ)− II(∇XY,Z), (1.6)

donde X,Y, Z ∈ χ(M).

Observación 3. Como todas las operaciones que vamos a realizar son lo-
cales, podemos extender los campos de vectores tangentes a la subvariedad
de forma arbitraria, y los denotaremos por la misma letra.

Observación 4. Debemos recordar, que nuestro convenio para definir el
homomorfismo de curvatura de Riemann es,

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z.

Y entonces, Rm(X,Y, Z, T ) = 〈R(X,Y )Z, T 〉.
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La ecuación de Gauss nos relaciona la curvatura de la subvariedad con
la de la variedad ambiente, mediante las formas fundamentales.

Teorema 1.1.4 (Ecuación de Gauss). Sea M una subvariedad de Riemann
de M̃ . Entonces, para cualesquiera campos de vectores X,Y, Z, T tangentes
a M , tenemos,

R̃m(X,Y, Z, T ) = Rm(X,Y, Z, T )−

−〈II(X,Z), II(Y, T )〉+ 〈II(Y, Z), II(X,T )〉. (1.7)

Demostración. Consideramos que los campos X,Y, Z, T están extendidos
arbitrariamente a campos de vectores en M̃ tangentes a M en los puntos de
M . Entonces,

R̃(X,Y )Z = ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃X∇̃Y Z + ∇̃[X,Y ]Z =

= ∇̃Y (∇XZ + II(X,Z))−∇̃X(∇Y Z + II(Y,Z)) +∇[X,Y ]Z + II([X,Y ], Z),

donde se ha aplicado la fórmula de Gauss. Ahora, por linealidad de la cone-
xión de Levi-Civita,

R̃(X,Y )Z = ∇̃Y∇XZ + ∇̃Y II(X,Z)− ∇̃X∇Y Z − ∇̃XII(Y,Z)+

+∇[X,Y ]Z + II([X,Y ], Z) = R(X,Y )Z + II(Y,∇XZ)+

+∇̃Y II(X,Z)− II(X,∇Y Z)− ∇̃XII(Y,Z) + II([X,Y ], Z).

Entonces, teniendo en cuenta que T ∈ χ(M),

R̃m(X,Y, Z, T ) = Rm(X,Y, Z, T ) + 〈∇̃Y II(X,Z), T 〉 − 〈∇̃XII(Y,Z), T 〉,

donde al aplicar la ecuación de Weingarten, demostramos el enunciado.

La ecuación de Codazzi nos dice que es Rm(X,Y, Z, T ) cuando uno de
estos campos de vectores está en N (M). Cuál de todos no importa, por las
simetŕıas de la curvatura.

Teorema 1.1.5 (Ecuación de Codazzi). Sea M una subvariedad de Rie-
mann de M̃ . Entonces, si X,Y, Z ∈ χ(M),

(R̃(X,Y )Z)⊥ = (∇̄Y II)(X,Z)− (∇̄XII)(Y,Z), (1.8)

donde ∇̄ representa la conexión de Van Der Warden-Bortolotti (1.6).

Demostración. Teniendo en cuenta la demostración anterior, es fácil ver que,

(R̃(X,Y )Z)⊥ = DY II(X,Z)−DXII(Y, Z)+

+II(Y,∇XZ)− II(X,∇Y Z) + II([X,Y ], Z).
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Entonces, aplicando la condición de simetŕıa de la conexión de Levi-Civita
al último sumando,

∇XY −∇YX = [X,Y ],

tenemos que,

(R̃(X,Y )Z)⊥ = DY II(X,Z)− II(X,∇Y Z)− II(∇YX,Z)−

−DXII(Y, Z) + II(Y,∇XZ) + II(∇XY,Z).

Que utilizando la definición de la conexión de Van Der Warden-Bortolotti,
es justamente lo que queŕıamos probar.

De forma similar a la ecuación de Codazzi (1.8), la de Ricci nos da
información sobre la curvatura al evaluarla sobre dos campos de vectores
normales. Nuevamente, por las simetŕıas, no importa en que posición se
evaluen.

Teorema 1.1.6 (Ecuación de Ricci). Sea M una subvariedad de Riemann
de M̃ . Sean X,Y ∈ χ(M) y ξ, ν ∈ N (M), entonces,

R̃m(X,Y, ξ, ν) = RmD(X,Y, ξ, ν)+

+〈II(X,AξY ), ν〉 − 〈II(Y,AξX), ν〉, (1.9)

donde RmD denota la curvatura de Riemann del fibrado normal N (M).

Demostración. Supongamos que trabajamos con las extensiones arbitrarias
a M̃ . Si ξ, ν ∈ N (M), entonces,

R̃m(X,Y, ξ, ν) = 〈∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃X∇̃Y ξ + ∇̃[X,Y ]ξ, ν〉 =

= 〈∇̃Y ∇̃Xξ, ν〉 − 〈∇̃X∇̃Y ξ, ν〉+ 〈∇̃[X,Y ]ξ, ν〉.
Y aplicando la fórmula de Weingarten (1.4),

R̃m(X,Y, ξ, ν) = −〈∇̃Y (AξX), ν〉+ 〈∇̃X(AξY ), ν〉+

+〈∇̃YDXξ, ν〉 − 〈∇̃XDY ξ, ν〉 − 〈Aξ[X,Y ], ν〉+
+〈D[X,Y ]ξ, ν〉.

Volviendo a aplicar las fórmulas de Gauss (1.3) y Weingarten (1.4), se llega
a,

R̃m(X,Y, ξ, ν) = −〈II(Y,AξX), ν〉+ 〈II(X,AξY ), ν〉+
+〈DYDXξ, ν〉 − 〈ADY ξY, ν〉 − 〈DXDY ξ, ν〉+

+〈ADY ξX, ν〉 − 〈Aξ[X,Y ], ν〉+ 〈D[X,Y ]ξ, ν〉 =

= RmD(X,Y, ξ, ν) + 〈II(X,AξY ), ν〉 − 〈II(Y,AξX), ν〉−
−〈ADXξY, ν〉+ 〈ADY ξX, ν〉 − 〈Aξ[X,Y ], ν〉,

donde se ha tenido en cuenta la definición de RmD y que ν ∈ N (M).
Finalmente, observando que el endomorfismo de Weingarten es tangente
a M se obtiene el resultado.
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Estas tres ecuaciones que acabamos de demostrar van a contener toda
la información de la subvariedad, de ah́ı su nombre. Las tres ecuaciones de
Gauss, Codazzi y Ricci se conocen como las ecuaciones fundamentales.

1.2. Formas de Cartan

En esta sección vamos a introducir el simbolismo de Cartan para el estudio
de variedades que nos proporciona una herramienta muy útil tanto para el
estudio de la Geometŕıa Diferencial como el de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales. Además, tendrá una importancia vital en la última sección del
segundo caṕıtulo, y en la generalización del teorema fundamental.

Definición 5. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n, una re-
ferencia local es un conjunto de n campos de vectores diferenciables lineal-
mente independientes {X1, ..., Xn}. Sea {X1, ..., Xn} una referencia local en
M , definimos las formas duales θi como las 1-formas,

θi(Xj) = δij , (1.10)

donde δij es la delta de Kronecker. Si {X1, ..., Xn} es una referencia local

ortonormal en M , llamamos 1-formas de conexión a las 1-formas ωij , dadas
por,

∇XXj = ωijXj . (1.11)

Sea ∇ la conexión de Levi-Civita sobre una variedad de Riemann, (M, g)
y sean ωji las 1-formas de conexión con respecto a una referencia local {Xi}.
Obsérvese que de ∇XiXj = ΓkijXk (en este caso, Γkij no son los śımbolos de
Christoffel, es decir no son las componentes con respecto a un sistema coor-
denado, ya que {X1, ..., Xn} no necesariamente son los campos coordenados)
junto con las 1-formas de conexión (1.11) obtenemos,

ωij = Γijkθ
k. (1.12)

Además, si la expresión local del homomorfismo de Riemann esR(Xi, Xj)Xk =
RlkijXl (de nuevo Rlkij no representa las componentes respecto a un sistema
coordenado por la misma razón que antes) entonces, definimos las 2-formas
de curvatura mediante

Ωi
j =

1

2
Rijklθ

k ∧ θl. (1.13)

Con estas definiciones, el teorema fundamental de la geometŕıa (que se puede
encontrar en [5] o en [17]) y que dice que existe una única conexión af́ın
simétrica y compatible con la métrica queda,

Teorema 1.2.1. Sea M una variedad de Riemann, entonces las 1-formas
de conexión (1.11) son las únicas 1-formas ωij que verifican,{

ωij = −ωji
dθi = θk ∧ ωik

.
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El siguiente teorema nos demostrará las ecuaciones de estructura de una
variedad de Riemann, y veremos que equivalen a la simetŕıa de la conexión
de Levi-Civita y a la definición del homomorfismo de curvatura de Riemann.

Teorema 1.2.2 (Ecuaciones de Estructura). Si {X1, ..., Xn} es una refe-
rencia local ortonormal en M , entonces,{

dθi = −ωik ∧ θk
dωij = −ωik ∧ ωkj − Ωi

j
. (1.14)

Demostración. Por la unicidad del teorema anterior, podemos probar la pri-
mera ecuación de estructura. Si definimos,

ωij = Γikjθ
k,

entonces, ωij verifica las condiciones del teorema anteorior.
Para la primera,

0 = Xk〈Xi, Xj〉 = 〈∇Xk
Xi, Xj〉+ 〈Xi,∇Xk

Xj〉 = Γjki + Γikj ,

luego, evidentemente, ωij = −ωji .
Por otra parte, como ya hemos visto,

θl ∧ ωil(Xj , Xk) = ωij(Xk)− ωik(Xj).

Y también,

dθi(Xj , Xk) = Xj(θ
i(Xk))−Xk(θ

i(Xj))− θi([Xj , Xk]) =

= −θi(∇XjXk −∇Xk
Xj) = Γijk − Γikj = ωij(Xk)− ωik(Xj),

lo que prueba la segunda condición. Por tanto, la primera ecuación de es-
tructura queda probada aplicando el teorema anterior.
Para la segunda ecuación de estructura, desarrollamos,

RijklXi = R(Xk, Xl)Xj = ∇Xl
∇Xk

Xj −∇Xk
∇Xl

Xj +∇[Xk,Xl]Xj =

= ∇Xk
(ΓµkjXµ)−∇Xk

(ΓµljXµ) +∇[Xk,Xl]Xj =

= XlΓ
µ
kjXµ + ΓµkjΓ

i
lµXi − ΓµljΓ

i
kµXi −XkΓ

µ
ljXµ +∇[Xk,Xl]Xj .

Es decir,

Rijkl = ΓµkjΓ
i
lµ − ΓµljΓ

i
kµ +XlΓ

i
kj −XkΓ

i
lj + θi(∇[Xk,Xl]Xj).

Finalmente, comparandolo con,

(dωij + ωiµ ∧ ω
µ
j )(Xk, Xl) = Xkω

i
j(Xl)−Xlω

i
j(Xk)− ωij([Xk, Xl])+

+ωiµ(Xk)ω
µ
j (Xl)− ωiµ(Xl)ω

µ
j (Xk) = −Rijkl = −Ωi

j(Xk, Xl),

conseguimos probar la segunda ecuación de estructura.
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Además, una de las ventajas de el análisis geométrico de las variedades
de Riemann mediante el uso de formas diferenciales es la sencillez con la que
se reducen las ecuaciones en la teoŕıa de subvariedades.

Definición 6. Sea Mn ⊂ M̃m una subvariedad de Riemann. Una referencia
local {X1, ..., Xm} de M̃ diremos que está adaptada a M si {X1, ..., Xn} es
una referencia local de M y Xn+1, ..., Xm son campos de vectores normales
a M .

Sea {X1, ..., Xn, Xn+1, ..., Xm} una referencia local ortonormal adaptada
a Mn ⊂ M̃m, entonces representamos por, φα las formas duales (1.10),
ψαβ las 1-formas de conexión (1.11) y Ψα

β las 2-formas de curvatura (1.13)

asociadas a la referencia anterior con 1 ≤ α, β ≤ m en M̃ y θi, ωij y Ωi
j con

1 ≤ i, j ≤ n lo mismo en M . Además, es evidente que al restringirnos a TM ,{
φi = θi, i ≤ n
φr = 0, r > n

.

Con la ayuda del siguiente lema (Lema de Cartan, cuya demostración puede
consultarse en [17]) vamos a relacionar la anterior familia de formas y a
expresar las ecuaciones fundamentales de subvariedades en términos de ellas.

Lema 1.2.3 (Lema de Cartan). Sean λ1, ..., λn 1-formas linealmente inde-
pendientes en M con dimM ≥ n. Si µ1, ..., µn son 1-formas tales que,

λi ∧ µi = 0,

entonces existen unas únicas funciones diferenciables fij en M que verifican,{
µi = fijλ

j

fij = fji
.

Teorema 1.2.4. Con la notación anterior, tenemos,
ψij = ωij
ψrj = hrijθ

i

hrij = hrji

,

donde hrij vienen dados por el lema anterior.

Demostración. Si restringimos a TM la ecuación,

dφα = −ψαγ ∧ φγ ,

obtenemos el siguiente sistema,{
dθi = −ψik ∧ θk, i ≤ n
θk ∧ ψrk = 0, r > n

.
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Además, como ωij son únicos y se verifica,{
ψαβ = −ψβα

dθi = −ψik ∧ θk
,

entonces, necesariamente, ψij = ωij cuando i, j ≤ n.
Para el resto se cumple que,{

ψrk = −ψkr , k ≤ n < r
θk ∧ ψrk = 0

,

y por el lema de Cartan existen unos únicos hrij en M tales que,{
ψrj = −ψjr = hrijθ

i, r > n

hrij = hrji
.

Precisamente, lo que queriamos demostrar.

Obsérvese que la segunda forma fundamental II se expresa como,

II(Xj , Xk) = ψrj (Xk)Xr = hrkjXr.

Además, se tienen los siguientes resultados,

Proposición 1.2.5. La fórmula de Gauss (1.3) es equivalente a,{
ψij = ωij
ψrj = hrijθ

i .

Demostración. Se tiene que, para todo X ∈ χ(M),

〈∇XXj , Xi〉 = ωij(X) = ψij(X) = 〈∇̃XXj , Xi〉.

Y además,

〈∇̃Xk
Xj , Xr〉 = ψrj (Xk) = hrkj , r > n.

Juntando ambas cosas se recupera la fórmula de Gauss.

Proposición 1.2.6. La ecuación de Weingarten (1.4) es equivalente a,

ψjr = −ψrj .

Demostración. Es fácil observar que,

〈∇̃Xk
Xr, Xj〉 = ψjr(Xk) = −ψrj (Xk) = −〈∇̃Xk

Xj , Xr〉 = −〈II(Xj , Xk), Xr〉.

Es decir, ambas expresiones son equivalentes.
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Teorema 1.2.7. Restringiendo la segunda ecuación de estructura a TM se
obtiene, 

Ψi
j = Ωi

j − ψri ∧ ψ
j
r

dψrj = −ψri ∧ ωij − ψrw ∧ ψwj −Ψr
j

dψsr = −ψsi ∧ ψir − ψsw ∧ ψwr −Ψs
r

,

donde i, j ∈ 1, ..., n y w, r ∈ n+ 1, ...,m.

Demostración. Dada la segunda ecuación de estructura en M̃ ,

dψαβ = −ψαγ ∧ ψ
γ
β −Ψα

β ,

procedemos a restringirla a TM . Para eso analizamos tres casos, el primero,
α = i y β = j con i, j ≤ n donde obtenemos,

dωij = −ωik ∧ ωkj − ψri ∧ ψjr −Ψi
j ,

y aplicando la segunda ecuación de estructura para M , se llega a,

Ψi
j = Ωi

j − ψri ∧ ψjr .

En el segundo caso, tenemos α = r > n y β = j ≤ n, es decir,

dψrj = −ψri ∧ ψij − ψrs ∧ ψsj −Ψr
j ,

y utilizando que ωij = ψij , se consigue la segunda ecuación.
Finalmente, en el tercer caso, α = s y β = r con r, s > n, entonces,

dψsr = −ψsi ∧ ψir − ψswψwr −Ψs
r.

Es decir, tenemos las tres ecuaciones del enunciado.

Veamos que las ecuaciones anteriores son equivalentes a las ecuaciones
fundamentales de la teoŕıa de subvariedades (es decir, a las ecuaciones de
Gauss-Codazzi-Ricci) vistas anteriormente.

Proposición 1.2.8. La ecuación de Gauss (1.7) es equivalente a,

Ψi
j = Ωi

j − ψri ∧ ψjr . (1.15)

Demostración. Tenemos que en TM ,

Ψi
j = Ωi

j − ψri ∧ ψjr .

Además, se verifica,

〈R̃(X,Y )Xj , Xi〉 = Ψi
j(X,Y ) = 〈R(X,Y )Xj , Xi〉+

−[ψri (X)ψjr(Y )− ψri (Y )ψjr(X)],

donde,

ψri (X)ψjr(Y ) = −ψri (X)ψrj (Y ) = −〈II(Xi, X), Xr〉〈II(Xj , Y ), Xr〉 =

= −〈II(Xi, X), II(Xj , Y )〉.
Y de forma análoga para el otro término.
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La demostración de las siguientes proposiciones es similar a la anterior,
y una mera comprobación.

Proposición 1.2.9. La ecuación de Codazzi (1.8) equivale a,

dψrj = −ψri ∧ ωij − ψrw ∧ ψwj −Ψr
j . (1.16)

Proposición 1.2.10. La ecuación de Ricci (1.9) equivale a,

dψsr = −ψsi ∧ ψir − ψsw ∧ ψwr −Ψs
r. (1.17)

1.3. Superficies de R3

Para finalizar con este caṕıtulo introductorio, definiremos las superficies de
R3 como un caso particular de subvariedades de Riemann, que como ya se
ha dicho es ligeramente diferente a como se definieron a lo largo del grado,
en el sentido de que se presentan dentro de la teoŕıa de subvariedades. Esto
nos permitira trasladar todo lo que conocemos y de esta forma lidiar con
fórmulas más simples.

Definición 7. Una superficie S es una subvariedad inmersa de Riemann de
codimensión uno del espacio eucĺıdeo R3.

En esta situación, para cada punto de S existen exactamente dos po-
sibles vectores normales unitarios. Podemos suponer que S es orientable,
simplemente limitandonos a un subconjunto adecuado de S, y entonces con-
sideramos el único vector normal unitario que define la orientación positiva.
Esto es, si tenemos un sistema de coordenadas (u, v), entonces,

N =
∂
∂u ∧

∂
∂v

‖ ∂∂u ∧
∂
∂v‖

, (1.18)

donde ∧ denota el producto vectorial de R3. Consideremos sobre S la métrica
inducida de R3 y denotemos a sus coeficientes de la primera forma funda-
mental respecto de las coordenadas (u, v) por,

E = 〈 ∂∂u ,
∂
∂u〉

F = 〈 ∂∂u ,
∂
∂v 〉

G = 〈 ∂∂v ,
∂
∂v 〉

, (1.19)

con lo que la primera forma fundamental en este sistema de coordenadas
queda,

I = Edu⊗ du+ Fdu⊗ dv +Gdv ⊗ dv.

Recordemos que la segunda forma fundamental escalar de la superficie S es
el tensor 2-covariante simétrico,

h(X,Y ) = 〈II(X,Y ), N〉.
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En nuestro caso como N genera NM en cada punto, la definición anterior
equivale a,

II(X,Y ) = h(X,Y )N.

Llamamos coeficientes de la segunda forma fundamental a,
e = h( ∂

∂u ,
∂
∂u)

f = h( ∂
∂u ,

∂
∂v )

g = h( ∂∂v ,
∂
∂v )

. (1.20)

Con lo que, en este sistema de coordenadas podemos escribir la segunda
forma fundamental como,

h = edu⊗ du+ fdu⊗ dv + gdv ⊗ dv.

La fórmula de Gauss (1.3) se simplifica un tanto, quedando,

Teorema 1.3.1 (Fórmula de Gauss para Superficies). Si X,Y ∈ χ(S) están
extendidos arbitrariamente a R3, entonces tenemos la siguiente fórmula so-
bre S,

∇R3

X Y = ∇XY + h(X,Y )N. (1.21)

Obteniendo como consecuencia la siguiente expresión de los coeficientes
de la segunda forma fundamental (1.20),

e = 〈 ∂2
∂u2

, N〉
f = 〈 ∂2

∂u∂v , N〉
g = 〈 ∂2

∂v2
, N〉

,

que se obtiene de aplicar la fórmula de Gauss a ∂
∂u y a ∂

∂v .

A continuación, vamos a introducir el operador forma y veremos algunas
de sus propiedades. Combinando la fórmula de Gauss anterior con la fórmula
de Weingarten (1.4),

〈X,ANY 〉 = h(X,Y ), (1.22)

para cualesquiera X,Y ∈ χ(S). A partir de ahora, AN será denotado indis-
tintamente por s y se llamará también operador forma, que como sabemos, es
un endomorfismo autoadjunto de TS. Además de la ecuación de Weingarten
(1.5) se obtiene fácilmente,

Teorema 1.3.2 (Ecuación de Weingarten para Superficies). Sea X ∈ χ(S),
arbitrariamente extendido a R3, entonces,

∇R3

X N = −sX. (1.23)
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Demostración. Por la ecuación de Weingarten general, ∀ Y ∈ χ(S),

〈∇R3

X N,Y 〉 = −h(X,Y ) = −〈sX, Y 〉.

Pero, además,

〈∇R3

X N,N〉 =
1

2
X〈N,N〉 = 0,

es decir, ∇R3

X N es tangente a S, y se concluye el enunciado.

En las siguientes ĺıneas vamos a dar las expresiones locales de las ecua-
ciones fundamentales para el caso de superficies, para ello vamos a recordar
primero que la curvatura de Gauss de una superficie (vista como variedad
de Riemann de dimensión 2) es la curvatura seccional, es decir,

K(p) = K(
∂

∂u
,
∂

∂v
) =

Rm( ∂
∂u ,

∂
∂v ,

∂
∂u ,

∂
∂v )

〈 ∂∂u ,
∂
∂ 〉〈

∂
∂v ,

∂
∂v 〉 − 〈

∂
∂u ,

∂
∂v 〉2

. (1.24)

Teorema 1.3.3 (Ecuación de Gauss para Superficies). En coordenadas lo-
cales (u, v) tenemos,

K(p) =
eg − f2

EG− F 2
. (1.25)

Demostración. De la ecuación de Gauss general (1.7) usando que,

RmR3
(
∂

∂u
,
∂

∂v
,
∂

∂u
,
∂

∂v
) = 0,

tenemos,

Rm(
∂

∂u
,
∂

∂v
,
∂

∂u
,
∂

∂v
) = 〈II(

∂

∂u
,
∂

∂u
), II(

∂

∂v
,
∂

∂v
)〉−〈II(

∂

∂u
,
∂

∂v
), II(

∂

∂u
,
∂

∂v
)〉.

Finalmente, usando la definición de la curvatura seccional (1.24) y los coe-
ficientes de la primera y segunda forma fundamental (1.19) y (1.20),

K(p) =
Rm( ∂

∂u ,
∂
∂v ,

∂
∂u ,

∂
∂v )

〈 ∂∂u ,
∂
∂ 〉〈

∂
∂v ,

∂
∂v 〉 − 〈

∂
∂u ,

∂
∂v 〉2

=
eg − f2

EG− F 2
,

para cualquier p ∈ S.

Observación 5. La ecuación de Gauss para superficies (1.25) se usa como
definición de curvatura de Gauss en la teoŕıa clásica de superficies.

La siguiente proposición es el teorema egregio de Gauss en la teoŕıa
clásica de superficies.
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Proposición 1.3.4. Sea S ⊂ R3 una superficie y TpS = span{ ∂∂u |p ,
∂
∂v |p},

entonces, se tienen las ecuaciones,{
(Γ1

11)v − (Γ1
12)u = Γ1

12Γ2
12 − Γ2

11Γ1
22 − FK

(Γ2
11)v − (Γ2

12)u = Γ2
11Γ1

12 + Γ2
21Γ2

12 − Γ2
12Γ1

11 − Γ2
22Γ2

11 + EK
,

donde K es la curvatura seccional.

Demostración. De la definición de curvatura seccional (1.24),

K = K(
∂

∂u
,
∂

∂v
) =

Rm( ∂
∂u ,

∂
∂v ,

∂
∂u ,

∂
∂v )

〈 ∂∂u ,
∂
∂u〉〈

∂
∂v ,

∂
∂v 〉 − 〈

∂
∂u ,

∂
∂v 〉2

.

Es decir, usando la definición de E,F y G (1.19), tenemos la igualdad,

[EG− F 2]K = 〈EK ∂

∂v
− FK ∂

∂u
,
∂

∂v
〉 = 〈R(

∂

∂u
,
∂

∂v
)
∂

∂u
,
∂

∂v
〉.

Y desarrollando se obtienen las ecuaciones deseadas.

Observación 6. Por las simetŕıas del homomorfismo de curvatura de Rie-
mann, también se obtiene,{

(Γ2
22)u − (Γ2

12)v = Γ1
12Γ2

12 − Γ2
11Γ1

22 − FK
(Γ1

12)v − (Γ1
22)u = Γ1

11Γ1
22 + Γ1

21Γ2
22 − Γ1

12Γ1
12 − Γ2

12Γ1
22 −GK

.

Teorema 1.3.5 (Ecuaciones de Codazzi-Mainardi). En coordenadas locales
las ecuaciones de Codazzi (1.8) para superficies son,{

ev − fu = eΓ1
21 + f(Γ2

21 − Γ1
11)− gΓ2

11

fv − gu = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12
. (1.26)

Demostración. La ecuación de Codazzi (1.8) nos dice que,

(RR3
(X,Y )Z)⊥ = DY II(X,Z)− II(X,∇Y Z)− II(∇YX,Z)−

−DXII(Y,Z) + II(Y,∇XZ) + II(∇XY,Z).

Aplicandola sobre ∂
∂u y ∂

∂v , tenemos,

(RR3
(
∂

∂u
,
∂

∂v
)
∂

∂u
)⊥ = 0 = D ∂

∂v
(eN)− II(

∂

∂u
,∇ ∂

∂v

∂

∂u
)−

−II(∇ ∂
∂u

∂

∂v
,
∂

∂u
)−D ∂

∂u
(fN) + II(

∂

∂v
,∇ ∂

∂u

∂

∂u
) + II(∇ ∂

∂u

∂

∂v
,
∂

∂u
).

De donde se concluye que,

ev − fu = eΓ1
21 + f(Γ2

21 − Γ1
11)− gΓ2

11.

Análogamente, si tomamos Z = ∂
∂v , se llega a,

fv − gu = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12,

que son las dos ecuaciones que buscabamos.
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Teorema 1.3.6 (Ecuación de Ricci para Superficies). La ecuación de Ricci
(1.9) en el caso de superficies es trivial.

Demostración. Como ya hemos visto, el hecho de que sea una superficie
implica que hay una única dirección normal, y entonces por las simetŕıas del
tensor de curvatura de Riemann,

RmD(X,Y, ξ, ξ) = −RmD(X,Y, ξ, ξ),

es decir, RmD(X,Y, ξ, ξ) = 0. Además, la ecuación de Ricci general (1.9) se
reduce a,

〈II(X,AξY ), ξ〉 = 〈II(Y,AξX), ξ〉,

ya que, RmR3
(X,Y, ξ, ξ) = 0.

Finalmente, por la ecuación de Weingarten (1.23) y la simetŕıa de la primera
forma fundamental,

〈II(X,AξY ), ξ〉 = 〈AξX,AξY 〉 = 〈II(Y,AξX), ξ〉.

Es decir, la ecuación de Ricci es trivial.

Observación 7. En la teoŕıa clásica de superficies, las ecuaciones de Gauss-
Codazzi se obtienen a partir de las igualdades,

( ∂2

∂u2
)v − ( ∂2

∂u∂v )u = 0

( ∂
2

∂v2
)u − ( ∂2

∂u∂v )v = 0
Nuv −Nvu = 0

.

Por último, con el ánimo de facilitar ciertas equivalencias en los caṕıtulos
siguientes, vamos a expresar las ecuaciones fundamentales para superficies
de R3 con la terminoloǵıa de Cartan (recuérdese lo introducido en la sección
anterior). Sea S ⊂ R3 una superficie y consideramos una referencia local
ortonormal positivamente orientada en S, {X1, X2}. Entonces, si X3 = N ,
(1.18) tenemos que {X1, X2, X3} es una referencia local ortonormal positi-
vamente orientada adaptada a S ⊂ R3. Además, podemos escribir,

I = θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗ θ2

h = ψ3
1 ⊗ θ1 + ψ3

2 ⊗ θ2

dA = θ1 ∧ θ2
,

donde dA es el elemento de volumen de la variedad (que en el caso de
superficies es el elemento de área).

Teorema 1.3.7. En las condiciones anteriores, la ecuación de Gauss para
superficies (1.25) es,

dω2
1 = −ψ3

1 ∧ ψ3
2 = −Kθ1 ∧ θ2. (1.27)
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Demostración. Consideramos la ecuación de Gauss general (1.7),

Ψi
j = Ωi

j − ψri ∧ ψjr ,

y aplicando la segunda ecuación de estructura (1.14) sobre la subvariedad,
tenemos,

Ψi
j = −dωij − ωik ∧ ωkj − ψri ∧ ψjr .

En el caso de superficies, se tiene que i, j ∈ {1, 2}, r = 3 y Ψi
j = 0, es decir,

nos queda,
dω2

1 = −ψ3
1 ∧ ψ3

2,

ya que, utilizamos que ωii = 0.
Por otra parte, sabemos que,

K = Kθ1 ∧ θ2(X1, X2) = h(X1, X1)h(X2, X2)− h(X1, X2)2 =

= ψ3
1(X1)ψ3

2(X2)− ψ3
2(X1)ψ2

1(X2) = ψ3
1 ∧ ψ3

2(X1, X2),

es decir, Kθ1 ∧ θ2 = ψ3
1 ∧ ψ3

2.

Teorema 1.3.8. Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi (1.26) respecto de la
referencia local anterior son,{

dψ3
1 = ω2

1 ∧ ψ3
2

dψ3
2 = −ω2

1 ∧ ψ3
1
. (1.28)

Demostración. Basta considerar la ecuación de Codazzi general (1.16) y las
restricciones sobre superficies, es decir, r = w = 3, i, j ∈ {1, 2} y Ψr

j = 0 por

tratarse de R3.

Teorema 1.3.9. La ecuación de Ricci para superficies es trivial.

Demostración. El resultado se obtiene a partir de la ecuación de Ricci ge-
neral (1.17) bajo las condiciones de r = s = w = 3, Ψs

r = 0, i ∈ {1, 2} que
se deducen de trabajar en una superficie.



Caṕıtulo 2

Teorema Fundamental de
Superficies

En este segundo caṕıtulo, nuestro objetivo será enunciar y demostrar el
teorema fundamental para superficies de R3. Este teorema nos va a garan-
tizar la existencia y unicidad de superficies, salvo movimientos ŕıgidos, bajo
unas condiciones. Estas condiciones resultan ser las ecuaciones fundamen-
tales o, también llamadas de compatibilidad. La herramienta fundamental
que usamos en la prueba que se ofrece es una versión del conocido teorema
de Frobenius que se extrae de [2], aunque también es posible encontrarlo en
[17].

2.1. Criterio de Frobenius

Para poder atacar la demostración, vamos a recurrir al criterio de Frobenius
para la integrabilidad de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. Este
criterio nos garantiza la existencia de solución siempre y cuando se verifiquen
unas condiciones adicionales, que se deducen de la igualdad de las derivadas
parciales cruzadas.

Teorema 2.1.1 (Criterio de Frobenius). Sean Φ,Ψ: U × V −→ Rn cam-
pos de vectores diferenciables donde U ⊂ R2 y V ⊂ Rn son abiertos. Sea
(u0, v0) ∈ U un punto fijo, entonces, para cada punto p ∈ V el sistema de
ecuaciones, 

∂x
∂s = Φ(s, t,x(s, t))
∂x
∂t = Ψ(s, t,x(s, t))

x(s0, t0) = p

,

tiene una única solución diferenciables x :U0−→Rn definida en un entorno
U0 de (s0, t0) en U si y sólo si se satisface la condición de compatibilidad,

∂Φ

∂t
+
DΦ

Dx
Ψ =

∂Ψ

∂s
+
DΨ

Dx
Φ, (2.1)

19
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donde DΦ
Dx y DΨ

Dx son las matrices asociadas a las diferenciales de Φ y Ψ
respecto de x1, ...,xn, es decir, se trata de las matrices Jacobianas.

Demostración. Para la necesidad, si x(s, t) es una solución diferenciable se
tiene que,

∂

∂t
(
∂x

∂s
) =

∂

∂s
(
∂x

∂t
),

lo que implica la condición de compatibilidad.
Para ver la suficiencia, supongamos que Φ,Ψ satisfacen la condición de com-
patibilidad y vamos a resolver el sistema.
Para ello tomamos la primera ecuación sujeta a la condición inicial. Si fijamos
t = t0, existen δ > 0 y una función diferenciable α : (s0 − δ, s0 + δ)−→Rn
que satisfacen, {

dα
ds = Φ(s, t0, α(s))

α(s0) = p
.

Para cada s ∈ (s0−δ, s0+δ), definimos βs(t) = β(s, t) como la única solución
del problema de Cauchy, {

dβs(t)
dt = Ψ(s, t, βs(t))
βs(t0) = α(s)

.

Sea x(s, t) = βs(t). Por construcción, x satisface la segunda ecuación y
x(s0, t0) = p. Falta ver que también verifica la primera ecuación. Para esto,
definimos la función,

z(s, t) =
∂

∂s
x(s, t)− Φ(s, t,x),

y entonces,

∂z

∂t
=

∂

∂t
(
∂x

∂s
− Φ) =

∂2x

∂t∂s
− ∂Φ

∂t
− DΦ

Dx

∂x

∂t
=

=
∂

∂s
(
∂x

∂t
)− (

∂Φ

∂t
+
DΦ

Dx

∂x

∂t
) =

∂

∂s
Ψ− (

∂Φ

∂t
+
DΦ

Dx
Ψ) =

=
∂Ψ

∂s
+ (

DΨ

Dx

∂x

∂s
)− (

∂Φ

∂t
+
DΦ

Dx
Ψ) =

DΨ

Dx
(
∂x

∂s
− Φ) =

DΨ

Dx
z.

De esto, se sigue que z satisface,

∂z

∂t
(s, t) =

DΨ

Dx
(s, t, z)z(s, t).

Por otro lado, si t = t0,

z(s, t0) =
∂x

∂s
(s, t0)− Φ(s, t0,x(s, t0)) =

d

ds
α(s)− Φ(s, t0, α(s)) = 0,
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para todo s ∈ (s0 − δ, s0 + δ). Luego, la condición inicial para z es,

z(s0, t0) = 0.

Y por la unicidad de solución al problema de Cauchy, z(s, t) = 0. Es decir,
x(s, t) satisface la primera ecuación.

Vamos a intentar dar una interpretación geométrica del criterio de Fro-
benius, que nos será útil al tratar de generalizar esta versión a subvariedades.

Sean Φ,Ψ: Ω× Rn−→Rn campos de vectores diferenciables con,{
Φ = Φ(s, t,x)
Ψ = Ψ(s, t,x)

,

donde Ω es un abierto de R2. Usando Φ,Ψ definimos los campos de vectores
E1,E2 : Ω× Rn−→Rn+2 como,{

E1(s, t,x) = (1, 0,Φ)
E2(s, t,x) = (0, 1,Ψ)

.

Proposición 2.1.2. Sean E1,E2 : Ω× Rn −→Rn+2 campos de vectores di-
ferenciables definidos como antes. Si para cada (s0, t0) ∈ Ω y x ∈ Rn se
cumple que,

[E1,E2](s0, t0,x) ∈ span{E1(s0, t0,x),E2(s0, t0,x)}, (2.2)

entonces existe un entorno N(s0, t0,x) ⊂ Rn+2 y una subvariedad M ⊂
N(s0, t0,x) tal que si (s, t,x) ∈M , se tiene que,

T(s,t,x)M = span{E1(s0, t0,x),E2(s0, t0,x)}.

Demostración. La demostración es consecuencia directa del criterio de Fro-
benius ya que en el caso de E1,E2 la condición (2.2) equivale a,

[E1,E2] = 0,

que se cumple si y sólo si los campos Φ,Ψ satisfacen,

∂Φ

∂t
+
DΦ

Dx
Ψ =

∂Ψ

∂s
+
DΨ

Dx
Φ,

la condición de compatibilidad (2.1).

Para el caso n = 1, conseguimos una superficie de R3. Se dice que dos
campos de vectores linealmente independientes que cumplen la condición de
la proposición anterior forman una distribución involutiva de rango dos.

Nuestra demostración del teorema fundamental utilizará matrices y re-
laciones entre ellas, por lo que la siguiente versión del criterio de Frobenius
nos será de gran utilidad.
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Teorema 2.1.3. Denotemos por gl(n) el álgebra de Lie del conjunto de
matrices reales de orden n. Sean S, T :U −→gl(n) funciones diferenciables,
donde U es un abierto de R2. Para cada punto fijo (s0, t0) ∈ U , el siguiente
sistema de ecuaciones, 

∂G
∂s = SG
∂G
∂t = TG

G(s0, t0) = In

,

tiene una única solución diferenciable G :U0−→gl(n) definida en un entorno
U0 de (s0, t0) en U si y sólo si,

∂S

∂t
− ∂T

∂s
+ [S, T ] = 0. (2.3)

Demostración. La demostración es análoga al Criterio de Frobenius.

2.2. Teorema Fundamental de Superficies

Haciendo uso del criterio de Frobenius, estamos en condiciones de enunciar y
demostrar el teorema principal de este trabajo fin de master. Empezaremos
por demostrar cada parte del teorema completo por separado.

Teorema 2.2.1. Sea S una superficie regular orientable con una parame-
trización x :U ⊂ R2−→S. Si definimos las matrices,

P =

Γ1
11 Γ1

12
fF−eG
EG−F 2

Γ2
11 Γ2

12
eF−fE
EG−F 2

e f 0



Q =

Γ1
12 Γ1

22
gF−fG
EG−F 2

Γ2
12 Γ2

22
fF−gE
EG−F 2

f g 0

 .

Entonces, la ecuación de compatibilidad (2.3),

Pv −Qu = [P,Q],

es equivalente a las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.25) y (1.26).

Demostración. Basta con desarrollar la ecuación de compatibilidad y ver
que se obtienen las ecuaciones de Gauss-Codazzi, junto con otras ecuaciones
que son trivialmente ciertas.

En particular, dada una superficie orientable siempre se satisface la ecua-
ción de compatibilidad.
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Teorema 2.2.2. Sean E,F,G y e, f, g funciones diferenciables definidas en
un dominio abierto V ⊂ R2, tales que E > 0, G > 0 y EG−F 2 > 0. Usando
estas funciones definimos las funciones matriciales P,Q :V −→gl(3) y

M =

E F 0
F G 0
0 0 1

 .

Supongamos que P y Q satisfacen la ecuación de compatibilidad. Entonces
existe un abierto U ⊂ V y una única función diferenciables x :U −→R3 tal
que S = x(U) es una superficie y los coeficientes de la primera y segunda
formas fundamentales para la superficie S están dados por las funciones
E,F,G, e, f y g.

Demostración. Sean (u0, v0) ∈ V y p ∈ R3 dos puntos fijos. Supongamos
que {e1, e2, e3} es una base para R3, tal que,

M = (gij(u0, v0)),

con gij = 〈ei, ej〉.
Como P y Q satisfacen (2.3),

Pv −Qu = [P,Q],

por el criterio de Frobenius para funciones matriciales (Teorema 2.1.3), exis-
te un entorno abierto U ⊂ V del punto (u0, v0) y una función matricial
diferenciables, V :U−→gl(3) definida por,

V = (w1, w2, w3),

donde cada wi :U−→R3 es un vector columna y una función diferenciables
para i = 1, 2, 3, que es solución del sistema de ecuaciones,

Vu = VP
Vv = VQ

V|(u0,v0)= (e1, e2, e3) = I3

.

Para estas funciones vectoriales se verifica,
1) (w2)u = (VP)2 = VP2 = VQ1 = (VQ)1 = (w1)v.
2) M = VtV, ya que definimos Z = VtV = (〈wi, wj〉) matriz simétrica y
vamos a probar que Z = M . De las ecuaciones que cumple V se tiene,{

VtVu = VtVP
VtVv = VtVQ ,

y trasponiendo, {
VtuV = PtVtV
VtvV = QtVtV ,
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de donde sumando y teniendo en cuenta que Z = VtV,
Zu = ZP + PtZ
Zv = ZQ + QtZ

Z(u0, v0) = M(u0, v0)
.

Además, por ser Z diferenciable, Zuv = Zvu, es decir,

Zuv = ZvP + ZPv + PtvZ + PtZv =

= ZQP + QtZP + ZPv + PtvZ + PtZQ + PtQtZ.

Y por otro lado,

Zvu = ZPQ + PtZQ + ZQu + Qt
uZ + QtZP + QtPtZ.

De donde igualando,

[Z,Pv −Qu] = [Z, [P,Q]],

que es equivalente a que P y Q verifiquen las ecuaciones de Gauss-Codazzi.
Por tanto, localmente existe una única solución. Además, se verifica,{

Mu = MP + PtM
Mv = MQ + QtM

,

luego, M también es solución y por lo tanto,

Z = M = VtV = (〈wi, wj〉).

Y en particular, gi3 = 0, ∀ i = 1, 2.
3) V es invertible. Para ver esto como M = VtV, entonces,

detM = (detV)2.

Y sabemos que, detM = EG − F 2 > 0, por lo que, detV 6= 0. Es decir, las
columnas de V = (w1, w2, w3) forman una base de R3.
Debido a estas tres propiedades tenemos el posible triedro móvil {w1, w2, w3}
de una superficie. Veamos que efectivamente existe esa superficie, es decir,
queremos encontrar una función diferenciable,

x :U−→R3

que satisfaga, 
xu = w1

xv = w2

x(u0, v0) = p0

.

Por el criterio de Frobenius, la condición de compatibilidad (2.1) es xuv =
xvu que equivale a (w2)u = (w1)v que es cierto. Entonces, el sistema anterior
tiene solución única.
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Además se tiene la unicidad en el siguiente sentido,

Teorema 2.2.3. Sean S y S̃ dos superficies con parametrizaciones
x :V ⊂ R2−→S y x̃ :V ⊂ R2−→ S̃. Si existe un entorno abierto U ⊂ V tal
que los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental (1.19) y
(1.20) asociados a las parametrizaciones x y x̃ coinciden en todo U , entonces
existe un movimiento ŕıgido F :R3−→R3 tal que,

F (S̃) = S,

en todo U .

Demostración. Para esta demostración tendremos en cuenta que si tenemos
dos superficies S y S̃ siempre podemos encontrar dos parametrizaciones x e
x̃ cuyo dominio de definición sea el mismo conjunto abierto U ⊂ R2.
Supongamos entonces que tenemos dos parametrizaciones x : U −→ S e
x̃ : U −→ S̃, tales que los coeficientes de la primera y la segunda forma
fundamentales asociados a estas parametrizaciones son idénticos. Entonces,
para un punto fijo (u0, v0) ∈ U , existe un movimiento ŕıgido F :R3−→R3,

F (u) = Au+ v,

donde A ∈ SO(3) y v ∈ R3, tal que,
F (x̃(u0, v0)) = x(u0, v0)
F (x̃u(u0, v0)) = xu(u0, v0)
F (x̃v(u0, v0)) = xv(u0, v0)

F (Ñ(u0, v0)) = N(u0, v0)

.

En efecto, si definimos el vector v ∈ R3 por,

v = x(u0, v0)− x̃(u0, v0),

como los conjuntos de vectores {xu,xv, N} y {x̃u, x̃v, Ñ} forman una base
para R3, podemos definir una transformación lineal T de R3, como,

T x̃u(u0, v0) = xu(u0, v0)
T x̃v(u0, v0) = xv(u0, v0)

TÑ(u0, v0) = N(u0, v0)

.

Finalmente, sean S y S′ dos superficies regulares con parametrizaciones
x(u, v) e x̃(u, v) definidas sobre el mismo dominio abierto U ⊂ R2. Supon-
gamos que ambas superficies S y S̃ tienen a las funciones diferenciables
E,F,G y e, f, g como los coeficientes de sus respectivas formas fundamen-
tales en todo U . Supongamos además que existe un punto (u0, v0) ∈ U en
el cual, 

x(u0, v0) = x̃(u0, v0)
xu(u0, v0) = x̃u(u0, v0)
xv(u0, v0) = x̃v(u0, v0)

.
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Entonces,

x̃(u, v) = x(u, v),

para todo (u, v) ∈ U . En efecto, consideremos una curva regular γ : I−→U
dada por γ(t) = (u(t), v(t)) definida en el abierto U que pase por el punto
(u0, v0). La imagen de la curva en x(u, v) satisface las ecuaciones,

ẋ = u̇xu + v̇xv
ẋu = u̇xuu + v̇xuv
ẋv = u̇xvu + v̇xvv

.

Sustituyendo xu y xv por las ecuaciones de Gauss-Codazzi y N por xu ∧ xv
tenemos, 

ẋ = f1(xu,xv, t)
ẋu = f2(xu,xv, t)
ẋv = f3(xu,xv, t)

.

Análogamente, podemos hacer lo mismo para x̃(u, v).
Por coincidencia en el punto (u0, v0) y por el teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos que x(t),xu(t) y xv(t) son
iguales a x̃(t), x̃u(t) y x̃v(t). Y finalmente, como esto es para cualquier curva
regular, deben ser iguales en todo U .

Con los teoremas anteriores, hemos completado la demostración del teo-
rema fundamental que resumimos aqúı.

Teorema 2.2.4 (Teorema Fundamental de Superficies). Sean E,F,G y
e, f, g funciones diferenciables definidas en un abierto V ⊂ R2 con E > 0
y G > 0. Supongamos que se cumplen las ecuaciones de compatibilidad de
Gauss-Codazzi y que EG − F 2 > 0, entonces, ∀ q ∈ V , existe un entorno
abierto U ⊂ V de q y un difeomorfismo x :U ⊂ R2 −→ x(U) ⊂ R3 tal que
x(U) es una superficie que tiene a E,F,G y e, f, g como coeficientes de las
formas fundamentales.
Además, si U es conexo y x̃ :U −→ x̃(U) es otro difeomorfismo verificando
las mismas condiciones, existe un movimiento ecuĺıdeo Φ tal que x̃ = Φ ◦x.

Observación 8. Este es un resultado de naturaleza local. Aśı, por ejem-
plo, aunque existen infinidad de superficies distintas (no congruentes) con
curvatura de Gauss constante negativa embebidas en R3 (véase el caṕıtulo
siguiente), sabemos por un resultado famoso de Hilbert [4] que no existe
ninguna superficie completa con curvatura de Gauss constante negativa em-
bebida en R3.

Surge entonces la siguiente pregunta; dada una superficie Riemanniana
(S, g), ¿cuándo podemos garantizar la existencia de una inmersión isométrica
f :S−→R3? Una respuesta parcial, seŕıa la siguiente,
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Teorema 2.2.5. Sobre cualquier inmersión isométrica de una superficie
orientada en R3, f :S−→R3, se pueden definir dos formas cuadráticas, la
primera y segunda formas fundamentales If y IIf , dadas por,

If = 〈df, df〉,

IIf = −〈df, dN〉,

donde N es el normal unitario asociado a la inmersión (1.18).
Entonces, el teorema de unicidad dice que f está univocamente determinado,
salvo movimientos ŕıgidos, por el par (If , IIf ), mientras que el teorema de
existencia dice que si tenemos dos formas cuadráticas (I, II) definidas sobre
S, una superficie conexa orientada y simplemente conexa, que satisfacen las
ecuaciones de Gauss y Codazzi, entonces existe una inmersión f :S−→R3

tal que, (If , IIf ) = (I, II).

Demostración. La demostración es similar a la que hemos ofrecido anterior-
mente, y se puede consultar en [17], pero hay que usar la conexión simple
para obtener el resultado global.

La respuesta es parcial porque traslada el problema de la existencia de
una inmersión de una superficie (S, g) en R3 al de la existencia de una pare-
ja de formas cuadráticas sobre S verificando ciertas condiciones. Pero, dada
una superficie (S, g), ¿cómo puedo saber si existe dicha pareja o no? El
teorema de Nash (podemos encontrarlo en [5]) nos dice que toda superficie
compacta la podemos embeber isométricamente en R17, mientras que si no
es compacta lo podemos hacer en R51. Sin embargo, sabemos que no toda
superficie se puede meter isométricamente en R3, por ejemplo,
1) No existen embebimientos isométricos de una superficie completa con
K = −1, por el teorema de Hilbert [4]. Este hecho nos dice, por ejemplo,
que el plano hiperbólico H2(−1) no se puede meter isometricamente en R3.
2) No existen embebimientos isométricos de un toro llano en R3, pues toda
superficie regular compacta debe de tener puntos eĺıpticos. (Este es un resul-
tado bien conocido de la teoŕıa clásica de superficies que puede encontrarse
en [4]).
3) No existen embebimientos isométricos del plano proyectivo, que tiene
curvatura constante positiva, en R3, porque no es orientable.

2.3. Ecuación de Estructura de SO(3)

En esta sección relacionaremos el teorema fundamental de superficies con
dos teoremas de la teoria de grupos de Lie, y analizaremos la equivalencia
entre las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una superficie regular expresadas
respecto de una referencia local y la ecuación de estructura del grupo de Lie
SO(3).
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Con este objetivo en mente, necesitamos introducir en primer lugar algunos
objetos y propiedades de los grupos de Lie, que no han podido ser estu-
diados ni durante el grado ni durante el master. Como se indicará donde
corresponda esta teoŕıa esta estudiada de [17].

Definición 8. Una forma diferencial ω diremos que es invariante a izquierda
si  L∗gω = ω, para todo g ∈ G. Es decir,

ωh = L∗g(ωgh).

Proposición 2.3.1. Sea ω una forma invariante a izquierda, entonces, la
diferencial dω también es invariante a izquierda.

Demostración. Sea g ∈ G, entonces tenemos,

L∗gdω = d(L∗gω) = dω.

Es decir, dω es una forma invariante a izquierda.

Sean X,Y dos campos de vectores invariantes a izquierda, entonces,

dω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X,Y ]) = −ω([X,Y ]),

es decir, restringiendonos al álgebra de Lie,

dωe(Xe, Ye) = −ωe([Xe, Ye]).

Sean X1, ..., Xn ∈ TeG vectores duales a ω1
e , ..., ω

n
e . Entonces, existen

constantes Ckij tales que,

[Xi, Xj ] = CkijXk. (2.4)

Llamamos constantes de estructura de G respecto a X1, ..., Xn a las cons-
tantes Ckij .

Proposición 2.3.2. Sea ω una forma diferencial invariante a izquierda,
entonces tenemos,

dωk = −1

2
Ckijω

i ∧ ωj . (2.5)

Demostración. A partir de la igualdad,

dωe(Xe, Ye) = −ωe([Xe, Ye]),

y de la notación anterior, es fácil obtener el resultado deseado.

Una vez analizados estos conceptos, vamos a enunciar dos teoremas sobre
grupos de Lie, que más adelante nos permitirán alcanzar el objetivo de esta
sección, y cuyas demostraciones se omitirán porque necesitan una versión
diferente del criterio de Frobenius (véase el Apéndice A, para esta nueva
versión). Estas demostraciones pueden ser consultadas en [17].
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Teorema 2.3.3. Sea G un grupo de Lie con base de 1-formas invariantes
a izquierda, ω1, ..., ωn y constantes de estructura Ckij. Sea M una variedad

diferenciable y θ1, ..., θn 1-formas linealmente independientes en M tales que,

dθk = −1

2
Ckijθ

i ∧ θj .

Entonces, para todo p ∈ M existe un entorno U de M y un difeomorfismo
f :U−→G tal que,

θi = f∗ωi.

Teorema 2.3.4. Sea M una variedad diferenciable conexa, G un grupo de
Lie y f1, f2 :M−→G dos aplicaciones diferenciables tales que,

f∗1ω = f∗2ω,

para toda 1-forma ω invariante a izquierda. Entonces, f1 y f2 difieren por
una traslación a izquierdas, es decir, existe un único g ∈ G tal que,

f2 = Lg ◦ f1.

La siguiente definición supondrá una generalización de las formas di-
ferenciales usuales. Gracias a estas nuevas formas, podremos introducir la
forma de Maurer-Cartan de un grupo de Lie.

Definición 9. Sea V un espacio vectorial de dimensión d, definimos una
k-forma con valores en V como la función ω tal que ωp es la aplicación
alternada, ωp : TpM × ..(k)..× TpM −→ V . Si v1, ..., vd es una base de V ,
entonces existen k-formas usuales ω1, ..., ωd tales que para X1, ..., Xk ∈ TpM ,

ωp(X1, ..., Xk) = ωip(X1, ..., Xk)vi,

o simplemente,
ω = ωivi.

Definimos la diferencial de una forma con valores en V como,

dω = dωivi.

La definición anterior es independiente de la base de V . Sea ρ :U × V −→W
una aplicación bilineal, y sean ω y ν dos formas diferenciales con valores en
U y V respectivamente y de orden k y l. Entonces, podemos escribir,{

ω = ωiui
ν = νjvj

.

Definimos una (k + l)-forma con valores en W como,

ρ(ω ∧ ν) = ωi ∧ νjρ(ui, vj).
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La forma de Maurer-Cartan es la 1-forma con valores en g,

ωg(Xg) = (Lg)
−1
∗ Xg, (2.6)

donde X ∈ χ(G) y para todo g ∈ G. Si X es invariante a izquierdas, esto
es, Xg = (Lg)∗Xe, entonces,

ωg(Xg) = (Lg)
−1
∗ (Lg)∗Xe = Xe.

Sobre el álgebra de Lie g tenemos la operación corchete, respecto de la cuál,
dadas dos formas, ν, λ con valores en g de orden k y l, respectivamente,
podemos generar una (k + l)-forma con valores en g dada por, [ν ∧ λ]. Sea
X1, ..., Xn una base de TeG = g, y sea ω1, ..., ωn la base dual de 1-formas
invariantes a izquierda, entonces, la forma de Maurer-Cartan (2.6) ω se
puede escribir como,

ω = ωkXk.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, es fácil ver que la diferencial de la forma
de Maurer-Cartan es,

dω = dωkXk = −1

2
Ckijω

i ∧ ωjXk.

Finalmente podemos demostrar la ecuación de estructura de los grupos
de Lie, sin necesidad de involucrar a las constantes de estructura.

Teorema 2.3.5 (Ecuación de Estructura de Maurer-Cartan). Sea G un
grupo de Lie y ω la forma de Maurer-Cartan, entonces tenemos la ecuación
de estructura de Maurer-Cartan de G,

dω = −1

2
[ω ∧ ω]. (2.7)

Demostración. Por un lado, a partir de la definición, tenemos,

[ω ∧ ω] = ωi ∧ ωj [Xi, Xj ] = Ckijω
i ∧ ωjXk.

Finalmente, comparando con la expresión anterior de dω llegamos a la ecua-
ción del enunciado.

Proposición 2.3.6. Sea G un subgrupo de GL(n,R) y sea i :G−→Rn2
la

aplicación inclusión, entonces, la forma de Maurer-Cartan de G es, i−1di.

Demostración. Sea A ∈ G una matriz cualquiera, entonces, tenemos la apli-
cación i ◦ LA :G−→Rn2

dada por,

(i ◦ LA)(B) = AB.
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Entonces, es fácil ver que, d(i ◦ LA) = Adi.
Por otra parte denotamos por i−1 a la aplicación, i−1 :G−→Rn2

que a cada
B le hace corresponder B−1. Entonces,

i−1 ◦ LA(B) = (AB)−1 = B−1A−1 = (i−1A−1)(B).

Finalmente, consideramos i−1di como una 1-forma con valores en Rn2
y

observamos que,

L∗A(i−1di) = (i−1 ◦ LA)L∗A(di) = (i−1 ◦ LA)d(L∗Ai) = (i−1 ◦ LA)d(i ◦ LA) =

= (i−1A−1)Adi = i−1di,

por lo que es invariante a izquierdas. Además, para toda M ∈ TIG,

(i−1di)I(M) = I−1diI(M) = M.

Es decir, i−1di es la forma de Maurer-Cartan de G.

Sea f : R2 −→ R3 una inmersión y consideramos la aplicación auxiliar
g :R2−→SO(3). Consideremos la referencia local ortonormal {X1, X2, X3}
adaptada a R2 que se consigue aplicando Gram-Schmidt sobre fx, fy y N ,
el normal a f , (1.18). Entonces, se tiene,

Teorema 2.3.7. Las formas diferenciales ω2
1, ψ3

1 y ψ3
2 son exactamente las

g∗(ωi) para ωi base de 1-formas invariantes a izquierda de SO(3).

Demostración. Para hallar g∗(ωi) donde ωi es una base de 1-formas inva-
riantes a izquierda en SO(3), miramos a,

g∗(i−1di) = g−1dg = a,

es decir,

dg = ga,

donde, g = (X1, X2, X3) : R2 −→ SO(3) y a son las formas usuales de la
superficie. Entonces, la ecuación anterior equivale a,

(dX1, dX2, dX3) = (X1, X2, X3)

 0 −a21 −a31

a21 0 −a32

a31 a32 0

 .

que si lo expresamos en sistema de ecuaciones es,
dX1 = a21X2 + a31X3

dX2 = −a21X1 + a32X3

dX3 = −a31X1 − a32X2

.
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Además, teniendo en cuenta la derivada covariante de R3, podemos escribir,
∇R3

X X1 = dX1(X) = a21(X)X2 + a31(X)X3

∇R3

X X2 = dX2(X) = −a21(X)X1 + a32(X)X3

∇R3

X X3 = dX3(X) = −a31(X)X1 − a32(X)X2

.

Sin embargo, teniendo en cuenta las ecuaciones de estructura,
∇R3

X X1 = ω2
1(X)X2 + ψ3

1(X)X3

∇R3

X X2 = −ω2
1(X)X1 + ψ3

2(X)X3

∇R3

X X3 = −ψ3
1(X)X1 − ψ3

2(X)X2

.

Es decir, observamos que, 
g∗(ω1) = ω2

1

g∗(ω2) = ψ3
1

g∗(ω3) = ψ3
2

,

que es lo que queriamos demostrar.

Observación 9. No debemos confundir las formas diferenciales ωji , las for-
mas de conexión con las 1-formas invariantes a izquierda sobre un grupo de
Lie G, ωi.

Teorema 2.3.8. Las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una superficie S ⊂ R3

equivalen a la ecuación de estructura del grupo de Lie SO(3).

Demostración. Consideramos el álgebra de Lie, O(3) = TISO(3). Entonces,
tenemos la base,

X1 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

, X2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 y X3 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

.

Además, sabemos que el corchete de Lie, es el conmutador, por lo que,
[X1, X2] = X3

[X1, X3] = −X2

[X2, X3] = X1

,

es decir, obtenemos las siguientes constantes de estructura (2.4),

C1
12 = C2

12 = C1
13 = C3

13 = C2
23 = C3

23 = 0 y C3
12 = −C2

13 = C1
23 = 1.

Finalmente, si tomamos ωi las 1-formas invariantes a izquierdas en O(3) con
ωiI dual a Xi, tenemos las siguientes ecuaciones de estructura de Maurer-
Cartan (2.7), 

dω1 = −ω2 ∧ ω3

dω2 = ω1 ∧ ω3

dω3 = −ω1 ∧ ω2
.
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Por otra parte, si f : R2 −→ R3 es una inmersión, teniendo en cuenta el
teorema anterior se consigue,

dω2
1 = g∗(dω1) = −g∗(ω2 ∧ ω3) = −ψ3

1 ∧ ψ3
2

dψ3
1 = g∗(dω2) = g∗(ω1 ∧ ω3) = ω2

1 ∧ ψ3
2

dψ3
2 = g∗(dω3) = −g∗(ω1 ∧ ω2) = −ω2

1 ∧ ψ3
1

,

que son las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una superficie (1.15) y (1.16)
desde el punto de vista de formas diferenciales.

Con estos dos últimos teoremas y los dos teoremas sobre grupos de Lie
(Teoremas 2.3.3 y 2.3.4), hemos conseguido dos cosas, en primer lugar re-
lacionar las ecuaciones de Gauss-Codazzi con la ecuación de estructura de
SO(3), y en segundo lugar hallar una equivalencia entre el teorema funda-
mental de superficies y esos dos teoremas (Teoremas 2.3.3 y 2.3.4) que en
principio solo inflúıan en la teoŕıa de grupos de Lie.





Caṕıtulo 3

Aplicaciones del Teorema
Fundamental

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi para inmersiones de superficies en R3, for-
man un sistema de tres ecuaciones en derivadas parciales que involucran a
seis funciones. Como sistema de ecuaciones en derivadas parciales, en prin-
cipio, no parece muy interesante en si mismo, sin embargo, como ya se
mencionó en la introducción, a menudo ocurre que al trabajar con superfi-
cies con ciertas caracteŕısticas geométricas, el sistema de Gauss-Codazzi se
transforma en un sistema determinado que involucra a menos funciones. La
clave reside en elegir un sistema de coordenadas ”adaptado” a la condición
geométrica impuesta, donde la primera y segunda formas fundamentales se
simplifiquen enormemente. Además, lo que resulta más sorprendente, es que
muchos de estos sistemas de Gauss-Codazzi simplificados resultan ser equi-
valentes a ecuaciones de tipo solitón. Para completar esta memoria, en este
último caṕıtulo, se pretende relacionar, mediante el teorema fundamental
de superficies, algunas familias notables de superficies regulares con ciertas
ecuaciones en derivadas parciales muy significativas. De esta forma se pueden
relacionar propiedades geométricas de superficies con propiedades anaĺıticas
de las soluciones. Además el hecho de que gran parte de los procesos f́ısicos
de la naturaleza se modelicen mediante ecuaciones en derivadas parciales,
nos permite también relacionar estos procesos f́ısicos con la geometŕıa de
superficies. Nos limitaremos a estudiar las superficies de curvatura constan-
te negativa y las superficies de Hasimoto, aunque hay multitud de ejemplos
adicionales en la literatura, consúltese para más ejemplos [16],[18] y [19].

3.1. Ecuación de Sine-Gordon

En esta sección vamos a ver que las ecuaciones de Gauss-Codazzi de una su-
perficie asociadas a una parametrización de ĺıneas de curvatura se reducen a
una única ecuación de tipo Sine-Gordon. De hecho, demostraremos que exis-

35
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te una biyección entre las soluciones locales de la ecuación de Sine-Gordon
cuya imágen este contenida en (0, π) y las superficies de R3 con K = −1,
salvo movimientos ŕıgidos. El desarrollo de este eṕıgrafe sigue de cerca [2].
Comenzaremos recordando los siguientes conceptos,

Definición 10. Sea S una superficie regular y γ : (a, b) −→ S una curva
diferenciable, se dice que γ es una ĺınea de curvatura si γ̇(t) es una direc-
ción principal para todo t ∈ (a, b). Las coordenadas de lineas de curvatura
son aquellas coordenadas paralelas a las direcciones principales de la super-
ficie. Un punto p ∈ S diremos que es un punto umb́ılico si las curvaturas
principales en p son iguales. Es decir, si,

k1(p) = k2(p).

Los siguientes resultados son bien conocidos en la teoŕıa local de super-
ficies, y sus demostraciones pueden ser consultadas en [4],

Proposición 3.1.1. La condición necesaria y suficiente para que las curvas
coordenadas sean ĺıneas de curvatura en un entorno de un punto no umb́ılico
es que,

f = F = 0.

Proposición 3.1.2. Si S ⊂ R3 es una superficie y p0 ∈ S es un punto no
umbilical, entonces existe x :U −→S cerca de p0 de ĺıneas de curvatura. Es
decir, {

F = 〈xu,xv〉 = 0
f = 〈xuv, N〉 = 0

,

lo que equivale a que en este sistema de coordenadas,{
I = Edu2 +Gdv2

II = edu2 + gdv2 .

Una vez recordados los conceptos y propiedades necesarias, empezaremos
simplificando las ecuaciones de Gauss-Codazzi.

Teorema 3.1.3. Supongamos que x(u, v) es una parametrización de ĺıneas
de curvatura de una superficie S ⊂ R3 con sus formas fundamentales dadas
por, {

I = Edu2 +Gdv2

II = edu2 + gdv2 .

Entonces, las ecuaciones de Gauss-Codazzi son,
(Ev

2E )v + (Gu
2E )u = G2

u+EvGv

4EG − E2
v+EuGu

4E2 − eg
E

ev = ( eG+gE
2EG )Ev

gu = ( eG+gE
2EG )Gu

.
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Demostración. Si F = f = 0, entonces tenemos los śımbolos de Christoffel,
Γ1

11 = Eu
2E Γ2

11 = −Ev
2G

Γ1
12 = Ev

2E Γ2
12 = Gu

2G

Γ1
22 = −Gu

2E Γ2
22 = Gv

2G

.

Entonces, si usamos la ecuación de Gauss (1.25),

(Γ1
12)v − (Γ1

22)u = Γ1
11Γ1

22 + Γ1
12Γ2

22 − Γ1
12Γ1

12 − Γ2
12Γ1

22 −GK,

y las ecuaciones de Codazzi (1.26), obtenemos el resultado.

Introducimos ahora la ecuación de Sine-Gordon,

Definición 11. Llamamos ecuación de Sine-Gordon a la ecuación en deri-
vadas parciales,

θuu − θvv = sin θ cos θ. (3.1)

La ecuación de Sine-Gordon es la generalización de la ecuación de ondas
al caso no lineal. Además, puede simplificarse haciendo el cambio,{

x = u−v
2

y = u+v
2

,

y nos queda,
θxy = sin θ cos θ.

Finalmente, enunciaremos y demostraremos el teorema sobre la biyección
entre las superficies con K = −1 y las soluciones locales de la ecuación de
Sine-Gordon.

Teorema 3.1.4. Sea S una superficie de R3 con K = −1. Entonces existe
una parametrización local de coordenadas de ĺıneas de curvatura (u, v) tal
que, {

I = cos2 φdu2 + sin2 φdv2

II = sinφ cosφ(du2 − dv2)
,

donde 2φ es el ángulo entre dos direcciones asintóticas.
Además, las ecuaciones de Gauss-Codazzi son equivalentes a la ecuación de
Sine-Gordon,

φuu − φvv = sinφ cosφ.

Demostración. Sean k1, k2 las curvaturas principales, entonces, como K =
k1k2 = −1, necesariamente k1 6= k2, luego no existen puntos umbilicales en
S. Por lo tanto, segun la Proposición 3.1.2, existe x(u, v) parametrización
de ĺıneas de curvatura en S, con respecto a la cual,{

I = Edu2 +Gdv2

II = edu2 + gdv2 .
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Entonces, se sigue que {
k1 = e

E
k2 = g

G

,

y puesta que k1k2 = −1 existe una función diferenciable φ tal que,{
k1 = e

E = tanφ
k2 = g

G = − cotφ
.

Es decir, {
e = E tanφ
g = −G cotφ

.

Y por las ecuaciones de Codazzi que verifican (Proposición 3.1.3),{
ev = (E tanφ)v = 1

2Ev(tanφ− cotφ)
gu = (−G cotφ)u = 1

2Gu(tanφ− cotφ)
,

se tiene, {
Ev
2E = − sinφ

cosφφv
Gu
2G = cosφ

sinφφu
,

es decir, {
1
2(logE)v = (log cosφ)v
1
2(logG)u = (log sinφ)u

.

Por tanto, existen funciones diferenciables c1(u) y c2(v) tales que,{
1
2 logE = log cosφ+ c1(u)
1
2 logG = log sinφ+ c2(v)

,

o equivalentemente, {√
E = ec1(u) cosφ√
G = ec2(v) sinφ

.

Además, como I es definida positiva,
√
E,
√
G no se anulan y entonces sinφ

y cosφ son positivos, esto es, φ ∈ (0, π2 ).
Si hacemos el cambio de coordenadas, (w(u), z(v)) tal que,{

dw
du = ec1(u)

dz
dv = ec2(v) ,

obtenemos, por la regla de la cadena,

∂x

∂w
=
∂x

∂u

∂u

∂w
= xue

−c1(u),

y entonces,

‖xw‖ = cosφ.
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Y análogamente,

‖xz‖ = sinφ.

Por otra parte, como w solo depende de u y z de v, se tiene que,{
xw‖xu
xz‖xv

,

es decir, x(w, z) es una parametrización de ĺıneas de curvatura y se tiene
que, {

I = cos2 φdw2 + sin2 φdz2

II = sinφ cosφ(dw2 − dz2)
,

ya que, e = E tanφ y g = −G cotφ.
Para demostrar que las ecuaciones de Gauss-Codazzi equivalen a la ecuación
de Sine-Gordon,

φww − φzz = sinφ cosφ,

empezaremos, teniendo en cuenta que,
E = cos2 φ
F = 0

G = sin2 φ
,

y, 
e = sinφ cosφ

f = 0
g = − sinφ cosφ

.

Finalmente, sustituyendo en las ecuaciones de Gauss-Codazzi del teorema
anterior obtenemos el resultado, ya que las ecuaciones de Codazzi son tri-
viales y la ecuación de Gauss es exactamente la de Sine-Gordon.
Por último, veremos que el ángulo entre dos direcciones asintóticas es 2φ.
Como,

II = sinφ cosφ(dw2 − dz2),

tenemos que xw+xz y xw−xz son direcciones asintóticas y vectores unitarios,
entonces,

〈xw + xz,xw − xz〉 = cos 2φ,

luego, el ángulo es 2φ.

Este teorema junto con el teorema fundamental de superficies nos de-
muestra que existe una biyección entre las soluciones φ de la ecuación de
Sine-Gordon y una superficie con K = −1, salvo movimientos ŕıgidos.

Es fácil a partir de aqúı generalizar ligeramente este resultado.
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Teorema 3.1.5. Sea φ una solución de la ecuación de Sine-Gordon. En-
tonces existe una superficie S en R3 con curvatura constante y negativa tal
que,

φuv = −K sinφ cosφ

para alguna parametrización x(u, v) de S. Además, el ángulo entre las dos
direcciones asintóticas es 2φ.

Demostración. La demostración de este teorema es idéntica a la del Teorema
3.1.4, teniendo en cuenta que ahora la curvatura de Gauss es K.

Consideramos la ecuación de Sine-Gordon,

φuu − φvv = sinφ cosφ,

y tomamos la solución φ = arcsin(sechu). A partir de esta solución, tenemos,

sinφ = sechu,

y por tanto,

cos2 φ = 1− sin2 φ = 1− sech2 u =
cosh2 u− 1

cosh2 u
= tanh2 u.

De donde, cosφ = tanhu y se obtienen las formas cuadráticas,

I = tanh2 udu2 + sech2 udv2

II = − sechu tanhu(du2 − dv2),

que definen, salvo movimientos ŕıgidos a la pseudo-esfera.

Figura 3.1: Pseudo-Esfera (Mathematica).

De forma inversa, mediante una parametrización de ĺıneas de curvatura
de una superficie con curvatura de Gauss K = −1, se pueden hallar solucio-
nes a la ecuación de Sine-Gordon. En las siguientes figuras, podemos observar
las superficie de Kuen, y de Dini, extraidas del programa 3D-XplorMath-J.
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Figura 3.2: Superficies con K = −1.

También se puede obtener la superficie pseudoesférica siguiente (que de
nuevo se ha extraido de 3D-XplorMath-J),

Figura 3.3: Pulsante Paramétrica.

3.2. Superficies de Hasimoto

A lo largo de este apartado vamos a relacionar las soluciones a la ecuación
de Schrodinger no lineal con las superficies de Hasimoto. Para describir estas
superficies empezaremos introduciendo la ecuación de inducción localizada

xt = xs ∧ xss, (3.2)

donde x = x(s, t) representa la evolución del filamento y el tiempo y ∧
representa el producto vectorial de R3. Esta ecuación (3.2) describe el movi-
miento de un vórtice diferenciable en un fluido perfecto tri-dimensional que
se deriva por aproximaciones de la Ley de Biot-Savart. En 1906, Da Rios, un
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estudiante graduado de Levi-Civita, escribió un Trabajo de Fin de Master
en el que modelaba el movimiento de una curva de R3 que se propagaba de
acuerdo con la ecuación de inducción localizada. Obsérvese que si x(s, 0),
la condición inicial, está parametrizada por el arco, entonces también lo
están todas las copias del filamento. Es decir, si ‖x(s, 0)‖ = 1, entonces,
‖x(s, t)‖ = 1 para todo tiempo t. En efecto, usando (3.2) obtenemos,

∂

∂t
〈 ∂
∂s

x(s, t),
∂

∂s
x(s, t)〉 = 2det(

∂x

∂s
,
∂3x

∂s3
,
∂x

∂s
) = 0, (3.3)

esto es 〈∂x∂s ,
∂x
∂s 〉 no depende del tiempo ”t”, entonces como,

〈∂x

∂s
(s, 0),

∂x

∂s
(s, 0)〉 = 1,

lo mismo se cumple para todo t.

Proposición 3.2.1. Si la condición inicial está parametrizada por el arco, la
ecuación de inducción localizada es equivalente al flujo binormal del vórtice.

Demostración. Consideramos el vórtice para un t fijo, x(s) = x(s, t) parame-
trizado por la longitud de arco. Entonces, por las fórmulas de Frenet-Serret,

xt = xs ∧ xss = t ∧ ts = t ∧ kn = kb.

Y con esto demostramos la equivalencia.

Definición 12. Las superficies generadas por el flujo binormal se llaman
superficies de Hasimoto.

Figura 3.4: Superficies de Hasimoto.
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En las figuras anteriores podemos observar dos superficies de Hasimoto,
el vórtice inicial de la primera (obtenida mediante Mathematica) es plano,
mientras que el de la segunda (extraida de [16]) tiene torsión no nula.

Por otra parte en el citado trabajo Da Rios dedujo las ecuaciones en
derivadas parciales que relacionan la torsión y la curvatura de un filamento,{

kt = −2τks − kτs
τt = (1

2k
2 + kss

k − τ
2)s

. (3.4)

En el siguiente teorema caracterizamos geometricamente estas ecuacio-
nes de Da Rios [7],

Teorema 3.2.2. Las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.25) y (1.26) de una
superficie de Hasimoto son equivalentes a las ecuaciones de Da Rios (3.4).

Demostración. Dada una superficie de Hasimoto se tiene que,{
xs = t

xt = kb
, (3.5)

de donde, usando las fórmulas de Frenet-Serret, obtenemos,
xss = kn

xst = xts = −kτn + ksb
xtt = −kkst + (kτ2 − kss)n + (−2ksτ − kτs)b

.

Es decir, 
E = 〈xs,xs〉 = 1
F = 〈xs,xt〉 = 0
G = 〈xt,xt〉 = k2

,

y también, 
e = 〈xss, N〉 = −k
f = 〈xst, N〉 = kτ

g = 〈xtt, N〉 = kss − kτ2
,

donde,

N =
xs ∧ xt
‖xs ∧ xt‖

= −n.

También deducimos que los śımbolos de Christoffel se pueden expresar como,
Γ1

11 = 0 Γ2
11 = 0

Γ1
12 = 0 Γ2

12 = ks
k

Γ1
22 = −kks Γ2

22 = −2ksτ
k − τs

.

Por tanto, sustituyendo en las ecuaciones de Gauss-Codazzi (1.25), (1.26),
(Γ2

11)t − (Γ2
12)s = Γ2

11Γ1
12 + Γ2

21Γ2
12 − Γ1

11Γ2
12 − Γ2

22Γ2
11 + EK

et − fs = eΓ1
12 + f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11

ft − gs = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
21)− gΓ2

21

,
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se obtienen las ecuaciones de Da Rios, que son exactamente las de Codazzi,
ya que la de Gauss es trivial.

Finalmente, relacionaremos estas ecuaciones con la ecuación de Schro-
dinger no lineal mediante la transformación de Hasimoto, o también llamada
curvatura compleja, que fue introducida por Hasimoto en 1971 [8].

Definición 13. Definimos la transformación de Hasimoto o también cur-
vatura compleja como,

Ψ = ke
i
∫ s
s0
τds∗

, (3.6)

de donde {
k = ‖Ψ‖

τ = Im(Ψs
Ψ )

.

Por otra parte la ecuación de Schrodinger no lineal es la ecuación en deri-
vadas parciales no lineal, dada por,

Ψss + iΨt +
1

2
‖Ψ‖2Ψ = 0. (3.7)

Teorema 3.2.3. Las ecuaciones de Da Rios (3.4) asociadas a la ecuación
de inducción localizada (3.2) son equivalentes a la ecuación de Schrodinger
no lineal (3.7), v́ıa la transformación de Hasimoto (3.6).

Demostración. Derivando la curvatura compleja (3.6) obtenemos,
Ψt = kte

i
∫ s
s0
τds∗

+ ik(
∫ s
s0
τtds

∗)e
i
∫ s
s0
τds∗

Ψs = kse
i
∫ s
s0
τds∗

+ ikτe
i
∫ s
s0
τds∗

Ψss = ksse
i
∫ s
s0
τds∗

+ 2iksτe
i
∫ s
s0
τds∗

+ ikτse
i
∫ s
s0
τds∗ − kτ2e

i
∫ s
s0
τds∗

.

Es decir, si k 6= 0,

Ψss + iΨt +
1

2
‖Ψ‖2Ψ = 0,

equivale a, {
kt = −2τks − kτs∫ s

s0
τtds

∗ = 1
2k

2 + kss
k − τ

2 .

Y esto último equivale a las ecuaciones de Da Rios, donde para el rećıproco
se utiliza el cambio,

Ψ∗ = Ψei
∫ t
0 T (t∗)dt∗ ,

con T (t) = (−τ2 + kss
k + 1

2k
2)s0 .

Gracias a estos resultados y al teorema fundamental de superficies te-
nemos fuertes relaciones entre la ecuación de inducción localizada (3.2), el
flujo binormal, las superficies de Hasimoto, las ecuaciones de Da Rios (3.4)
y la ecuación de Schrodinger no lineal (3.7), salvo movimientos ŕıgidos. En
particular, a partir de una solución de la ecuación de Schrodinger no lineal
se puede obtener una superficie de Hasimoto.
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3.3. Varillas Elásticas de Kirchhoff

En esta sección vamos a obtener, geométricamente, soluciones a la ecuación
de inducción localizada (3.2), es decir, mostraremos como obtener superficies
de Hasimoto usando las ĺıneas centrales de varillas elásticas. Estas superficies
se corresponden con las soluciones 1-solitón de la ecuación de Schrodinger
no lineal (3.7). Comenzamos con la definición de varilla elástica. Para más
detalles, véase [12].

Definición 14. Una varilla o curva referencial es una aplicación
γ̃ : [a, b]−→O(R3) definida por,

γ̃(t) = (γ(t), t(t),m1(t),m2(t)),

donde γ es una curva en R3 parametrizada por la longitud de arco y t(t) es
el tangente unitario a γ. A la curva γ la llamaremos ĺınea de centros de la
varilla. Y a la referencia ortonormal positivamente orientada (t,m1,m2) la
llamaremos referencia material de la varilla.

En definitiva una varilla es una curva en el fibrado de referencias orto-
normales tal que el primer campo de vectores de la referencia material es el
tangente unitario a la ĺınea de centros.

Proposición 3.3.1. Dada una referencia material se tienen las siguientes
ecuaciones, 

Dtt = m1m1 +m2m2

Dtm1 = −m1t +mm2

Dtm2 = −m2t−mm1

.

Demostración. Es análoga a la demostración de las ecuaciones de Frenet-
Serret para el triedro de Frenet (t,n,b).

De acuerdo con el modelo de Kirchhoff, podemos definir la enerǵıa elásti-
ca que controla la forma de la varilla de la siguiente manera,

Definición 15. Definimos la enerǵıa elástica total de una curva referencial
γ̃ por,

Ẽ(γ̃) =

∫
γ
α1m

2
1 + α2m

2
2 + βm2dt,

donde α1, α2 y β ≥ 0.

Obsérvese que los términos de α1 y α2 nos dan información sobre la
enerǵıa de flexión, y el término de β nos da la enerǵıa de torsión. Lo más
habitual es trabajar con tubos circulares, por lo que analizaremos este caso
simétrico, es decir, el caso en que α = α1 = α2, con lo que, usando que
k = ‖Dtt‖ tenemos que la enerǵıa de flexión viene dada por,

α

2

∫
γ
k2dt.
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Definición 16. Diremos que una varilla Γ es una varilla elástica de Kirch-
hoff si es un punto cŕıtico del funcional,

E(γ̃) =

∫
γ
αk2 + βm2dt.

Si β = 0, no tenemos enerǵıa de torsión y entonces una varilla elástica
se conoce como curva elástica. Para una demostración de los dos resultados
siguientes véase [12].

Teorema 3.3.2. Sea k 6= 0. Una curva γ es la ĺınea de centros de una
varilla elástica si y sólo si γ es un punto cŕıtico de,

F(γ) = λ1

∫
γ
dt+ λ2

∫
γ
τdt+ λ3

∫
γ
k2dt.

Observación 10. Podemos simplificar F(γ) a,

F(γ) = λ

∫
γ
(k2 + µ)dt+ λ2

∫
γ
τdt.

Corolario 3.3.3. La primera fórmula de variación para el funcional,

F(γ) = λ1

∫
γ
dt+ λ2

∫
γ
τdt+ λ3

∫
γ
k2dt,

es,

Ḟ(0) =
d

ds
F(Γs)|s=0=

∫ b

a
〈E , V 〉dt+ B(V, γ)|ba,

donde,

E = (λ3ktt +
1

2
k(λ3k

2 − 2λ1) + kτ(λ2 − λ3τ))n + (kt(2λ3τ − λ2) + λ3kτt)b,

y

B(V, γ) =
λ2

k
〈b, DtDtV 〉+ λ3k〈n, DtV 〉 − 〈J, V 〉,

con,

J =
λ3k

2 − 2λ1

2
t + λ3ktn + k(λ3τ − λ2)b,

y {t,n,b} representa el triedro de Frenet de γ.

El siguiente resultado es fundamental para nosotros,

Teorema 3.3.4. Si γ es la ĺınea de centros de una varilla elástica de Kirch-
hoff, entonces,

I = λ2t + λ3kb, (3.8)

es la restricción a γ de un campo de Killing de R3.
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Demostración. Como acabamos de ver la primera fórmula de variación de
F en γ en la dirección del campo variacional V es,

Ḟ(0) =

∫ b

a
〈E(γ), V 〉dt+ B(V, γ)|ba.

Además, si γ es la ĺınea de centros de una varilla elástica de Kirchhoff,
entonces γ es un punto cŕıtico de F , es decir, E(γ) = 0, y por tanto,

Ḟ(0) = B(V, γ)|ba.

Sea J el campo de vectores del corolario anterior, vamos a ver que se trata
de un campo de vectores constante a lo largo de cualquier varilla elástica de
Kirchhoff.
Para eso consideramos un campo variacional constante V , que deja inva-
riante a F , y entonces,

0 = Ḟ(0) = 〈J(a), V (a)〉 − 〈J(b), V (b)〉.

Además, sirve para cualquier punto intermedio c ∈ (a, b), es decir, 〈J, V 〉 es
constante en [a, b] y por ser V constante y arbitrario, J es constante.
Ahora, sabiendo que las rotaciones de R3 también dejan fijo F , considera-
mos el único tipo de campos de vectores de R3 que generan una familia
uniparamétrica de rotaciones, es decir, los que son de la forma ρ ∧ Z con ρ
vector de posición y Z constante.
Restringiendonos sobre γ, tenemos, V = γ ∧Z para los cuales, Ḟ(0) es cero.
Y por tanto,

B(V, γ) =
λ2

k
〈b, DtDtV 〉+ λ3k〈n, DtV 〉 − 〈J,DtV 〉 = cte.

Sustituyendo, V = γ ∧ Z, y agrupando adecuadamente,

λ2

k
〈b, kn∧Z〉+λ3k〈n, t∧Z〉− 〈J, γ ∧Z〉 = 〈−λ2t−λ3kb−J ∧γ, Z〉 = cte,

para todo Z ∈ χ(R3) constante. Luego, si I = λ2t + λ3kb, se tiene que,

I = γ ∧ J +W, (3.9)

con W constante, es decir, I es un campo de Killing sobre γ.

Como consecuencia de lo cual obtenemos los siguientes corolarios,

Corolario 3.3.5. La ĺınea de centros de una varilla de Kirchhoff evoluciona
según la ecuación de inducción localizada (3.2).
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Demostración. De las ecuaciones (3.8), (3.9) de la demostración anterior
obtenemos que el campo,

I = λ2t + λ3kb = γ ∧ J +W, (3.10)

definido sobre γ se puede extender a un campo de Killing de R3. El primer
sumando del miembro de la derecha de (3.10) corresponde a una rotación
mientras que el segundo determina una traslación. La composición de ambos
da lugar a un movimiento de R3 helicoidal con lo que despues de un cambio
de coordenadas podemos suponer que W = aJ , con a ∈ R3. Aśı,

kb =
1

λ3
(−λ2t + γ ∧ J + aJ), (3.11)

lo que concluye la prueba.

Como consecuencia,

Corolario 3.3.6. La evolución de las ĺıneas de centro de elásticas de Kirch-
hoff generan superficies de Hasimoto.

Además, se puede ver que éstas se corresponden con las soluciones 1-
solitón de la ecuación de Schrodinger no lineal [10]. Obsérvese que el primer
sumando del término de la derecha de (3.11) se induce un ”deslizamiento” de
la curva sobre su trayectoria, mientras que el resto está asociado a un movi-
miento ŕıgido. Aśı, las ĺıneas de centros de las elásticas de Kirchhoff, evolucio-
nan bajo la ecuación de inducción localizada (3.2) cambiando de posición,
pero no de forma. Además aquellas que evolucionan sin ”deslizamiento”,
puramente por movimientos ŕıgidos, es decir, λ2 = 0, son precisamente, las
curvas elásticas de R3. En otras palabras, las curvas elásticas de R3 evolu-
cionan bajo la ecuación de inducción localizada (3.2) mediante movimientos
ŕıgidos puros (sin deslizamiento). De este modo, tomando como condición
inicial una ĺınea de centros de una elástica de Kirchhoff, se tiene un proce-
dimiento geométrico para construir superficies de Hasimoto.

Otra cuestión diferente seŕıa encontrar parametrizaciones expĺıcitas de
tales superficies. En la ĺınea de lo tratado en este trabajo, una posibilidad
para buscar tales parametrizaciones seŕıa encontrar un entorno coordenado
”adaptado” a las caracteŕısticas geométricas del problema donde se simpli-
fiquen las ecuaciones de Gauss-Codazzi y, a partir de ah́ı, intentar integrar
el sistema cuya integrabilidad está garantizada por dichas ecuaciones.

El proceso es, en general, bastante complicado de realizar, aunque en
algunos casos, como el que estudiaremos a continuación, éste se puede sim-
plificar con alguna hipótesis geométrica adicional.
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Por ejemplo, intentaremos determinar las superficies de Hasimoto con
filamentos planos. Puesto que τ = 0, las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Da
Rios (3.4) se reducen a, {

kt = 0
1
2k

3 + kss = νk
, (3.12)

con ν ∈ R.
La segunda ecuación nos dice que los distintos filamentos son elásticas pla-
nas, mientras que la primera indica que la curvatura de todos los filamentos
es la misma, cosa que ya sabemos pues las elásticas evolucionan por movi-
mientos ŕıgidos bajo la ecuación de inducción localizada (3.2), según hemos
mencionado anteriormente.

Parametricemos la superficie de forma natural, es decir, x(s, t) donde
para cada t fijo obtenemos una copia del filamento x(s, ·). De la primera
ecuación de (3.5) se deduce claramente que las diferentes copias del filamento
son geodésicas de la superficie de Hasimoto. Además, como los filamentos
son planos (τ = 0) y evolucionan por movimientos ŕıgidos, el binormal de la
segunda ecuación de (3.5) no depende de s, en otras palabras,{

xt(s, t) = k(s)b(t)
xs(s, t) = t(s, t)

. (3.13)

Usando ahora los cálculos de la demostración del Teorema 3.2.2 tenemos,{
xs = t(s, t)

xt = k(s)b(t) = k(s)tδ(t)
, (3.14)

y 
xss = k(s)n(s, t)

xst = ksb(t)
xtt = −kkst(s, t)− kssn(s, t)

. (3.15)

Si k(s) es constante entonces el filamento inicial (y todas las copias) son
ćırculos y b(0) = (0, 0, 1) (podemos suponerlo tras un cambio de coorde-
nadas, pues b(0) es constante) y como el ćırculo elástico se mueve por los
movimientos ŕıgidos asociados al campo de Killing que extiende a b, que en
este caso son traslaciones, la superficie de Hasimoto seŕıa un cilindro circular
recto.

Luego, podemos suponer que k(s) no es constante, y entonces de (3.14)
y (3.15) obtenemos, {

xtt = k(s)t′δ(t) = k(s)kδ(t)nδ(t)

xtt = −kksxs − kss
k xss

. (3.16)
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Igualando y derivando respecto de t se sigue que, δ es un circulo y bδ =
(0, 0, 1). Además,

kk2
δ = kk2

s +
k2
ss

k
, (3.17)

es compatible con el hecho de que el filamento es elástico.

Podemos suponer que el ćırculo δ está centrado en el origen del plano xy
perpendicular a bδ = (0, 0, 1). Entonces, imitando los cálculos de [6] y [7]
para el caso Riemanniano obtenemos la siguiente proposición [8], [10],

Proposición 3.3.7. Una superficie de Hasimoto con filamentos planos es
o un cilindro circular recto o una superficie de revolución generada por una
elástica plana.

Como la parametrización de una superficie de revolución es estándar y
las elásticas planas se pueden también parametrizar expĺıcitamente [3], de
la proposición anterior se puede obtener la parametrización expĺıcita de la
superficie de Hasimoto con filamentos planos.



Apéndice A

Generalización del Teorema
Fundamental

Como ya hab́ıamos mencionado en la introducción, en un primer momento,
el objetivo del Trabajo Fin de Master era presentar y demostrar el teorema
fundamental de subvariedades, sin embargo necesita de una gran base previa
por lo que con el ánimo de reducir las dimensiones y hacer más amena la
lectura de esta memoria se decidio simplificar. No obstante, dicho teorema
ya hab́ıa sido estudiado y es por eso que en este apéndice, se darán las ideas,
omitiendo las demostraciones, para poder comprender la demostración que
puede ser estudiada de [17].
Empezaremos por presentar un tipo de fibrado especial sobre una variedad
diferenciable.

Definición 17. Un G-fibrado principal sobre una variedad diferenciable M
y con grupo de Lie G es una tupla (P, π, ·) donde,
1) P es una variedad diferenciable.
2) La aplicación π :P −→M satisface, π(u · g) = π(g), para todo u ∈ P y
g ∈ G.
3) La aplicación · :P ×G−→ P dada por ·(u, a) = u · a es diferenciable y
verifica, u · (ab) = (u · a) · b para todo u ∈ P , a, b ∈ G.
Además se debe cumplir que para todo p ∈ M , existe U ⊂ M abierto de p
y un difeomorfismo Φ: π−1(U)−→U ×G que a cada u ∈ π−1(U) le asocia
el par (π(u), φ(u)) donde, φ(u · g) = φ(u) · g.

Con estas condiciones, se tiene que la aplicación · es una acción a derechas
de G en P , que actua sin puntos fijos.

A continuación debemos profundizar más en este tema, por lo que en el
siguiente ejemplo se introduce el fibrado principal con el que se va a trabajar
para demostrar el teorema fundamental.

Ejemplo 1. Sea F (M) el conjunto de las bases del espacio tangente TpM
para cada p ∈ M . Consideramos la aplicación, π :F (M)−→M que a cada

51



52

base le asocia el punto base p ∈ M . Además, si tomamos la siguiente apli-
cación · :F (M)×GL(n,R)−→F (M), definida de forma obvia, se tiene que
(F (M), π, ·) es un fibrado principal, llamado fibrado de referencias.

Nuestro siguiente objetivo es trasladar una curva del grupo de Lie G, en
una curva en M , en este proceso nos aparecerá un campo de vectores cuya
importancia será fundamental como indica su nombre.

Sea g el álgebra de Lie de G. Para todo X ∈ g, tenemos la curva pa-
rametrizada exp(tX) en G. Además, para cada p ∈ M , podemos definir la
curva en M , cp(t) = p · (exp(tX)). Entonces, llamamos campo de vectores
fundamental al campo de vectores que en cada punto se define por,

σ(X)(p) = ċp(0) =
d

dt
|t=0[p · (exp(tX))].

Con todo lo anterior en mente, estamos en condiciones de definir un tipo
de conexión que será equivalente a las ya estudiadas de Cartan (para una
definición de conexión de Cartan independiente del operador derivada cova-
riante, consultese [17]) y la generada por el operador ∇, también conocida
como conexión de Koszul.

Definición 18. Una conexión de Ehresmann en un fibrado principal
π : P −→M sobre M con grupo G es una 1-forma diferenciable en P con
valores en g, ω, tal que,
1) Para todo X ∈ g, ω(σ(X)) = X.
2) Para todo g ∈ G y todo campo de vectores Y de P , ω(Rg∗Y ) = Ad(g−1)ω(Y ).

Antes de estudiar la equivalencia entre estos tres tipos de conexiones con-
viene observar que toda conexión de Ehresmann da lugar a una distribución,
y reciprocamente.

Sea ω una conexión de Ehresmann, es decir, tenemos la aplicación li-
neal ω(u) : TuP −→ g para todo u ∈ P . Entonces, definimos el subespacio
horizontal en u como el subespacio vectorial TuH de TuP ,

TuH = Kerω(u),

donde dimTuH =dimM .
Toda conexión de Ehresmann ω en P da lugar a una distribución H en

P .

Proposición A.0.8. Sea H la distribución en P determinada por ω, en-
tonces se verifica,
1) TuP = TuH ⊕ TuV ,
2) Tu·gH = (Rg)∗TuH, y
3) H es una distribución diferenciable.
Reciprocamente, si H es una distribución en P que verifica los tres pun-
tos anteriores, entonces, H es la distribución determinada por una única
conexión de Ehresmann ω.
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El siguiente teorema estudia la equivalencia entre las conexiones, para
consultar la demostración se puede consultar [17].

Teorema A.0.9. Toda conexión de Ehresmann viene de una única conexión
de Cartan, y reciprocamente.

Además, ya hemos visto que todo operador ∇ (conexión de Koszul) de-
termina uńıvocamente una conexión de Cartan (véase el caṕıtulo 1, sección
2), y reciprocamente. Por tanto, hablar de conexiones de Koszul, Cartan o
Ehresmann es equivalente.

Por último enunciaremos el teorema de Frobenius, que como ya hemos
visto es la base para la demostración del teorema fundamental de superficies,
y ahora será de gran utilidad para el caso de subvariedades de Riemann.

Teorema A.0.10 (Teorema de Frobenius). Para toda distribución E de
rango k en M , los siguientes puntos son equivalentes,
1) E es completamente integrable.
2) E es involutiva.
3) Existe una atlas diferenciable foliado en M de codimensión q = n − k,
del cual toda placa es una variedad integral de E.

En la demostración del teorema fundamental de subvariedades se utili-
zará la versión diferencial de este teorema, que enunciamos en la siguiente
proposición.

Proposición A.0.11. Una distribución E en M es integrable si y solo si
d(L(E)) ⊂ L(E).

Finalmente, aqui tenemos el enunciado del teorema fundamental en el
caso más general. Debemos recordar que este teorema puede extenderse a
variedades pseudo-riemannianas, cuya versión puede consultarse en [5], esta
versión para métricas no degeneradas es la que se usa en el art́ıculo [7].

Teorema A.0.12 (Teorema Fundamental de Subvariedades). Sea M una
subvariedad conexa de una variedad de Riemann conexa y completa (M̃, 〈, 〉)
de curvatura seccional constante K0 con fibrado normal π :M⊥−→M cuya
segunda forma fundamental correspondiente es II y la conexión normal D.
De forma similar, consideremos una subvariedad conexa N con fibrado nor-
mal π̄ :N⊥−→N y con las correspondientes ĪI y D̄. Sea Φ:M −→N una
isometŕıa y supongamos que existe un isomorfismo fibrado Φ̃ :M⊥ −→N⊥

que cubre Φ y que preserva los productos interiores, las segundas formas
fundamentales y las conexiones normales, es decir, que verifica,
1) Para todo ξ, ν ∈ T⊥p M , 〈 ˜Phi(ξ), Φ̃(ν)〉 = 〈ξ, ν〉,
2) Para todo X,Y ∈ TpM , Φ̃(II(X,Y )) = ĪI(Φ∗X,Φ∗Y ) y
3) Para todo X ∈ TpM y todo ξ ∈ T⊥p M , Φ̃(DXξ) = D̄Φ∗X(Φ̃(ξ)).

Entonces, existe una isometŕıa F : M̃−→M̃ tal que Φ = F |M y Φ̃ = F∗|M⊥.
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Reciprocamente, sea (M, 〈〈, 〉〉) una variedad de Riemann de dimensión n
simplemente conexa con derivada covariante ∇ y tensor de curvatura Rm.
Sea π : E −→ M un fibrado vectorial sobre M de dimensión m − n con
métrica de Riemann {, }. Tomemos δ una conexión en E compatible con
la métrica, un tensor de curvatura Rmδ, sea σ una sección del fibrado
Hom(TM × TM,E) determinada por ∇ y δ y para cada X ∈ TpM y cada
ξ ∈ π−1(p) sea Aξ(X) ∈ TpM el único vector que satisface,

〈〈Aξ(X), Y 〉〉 = {ξ, σ(X,Y )},

para todo Y ∈ TpM . Supongamos además que σ y δ satisfacen las ecuacio-
nes de Gauss, Codazzi y Ricci. Entonces existe una inmersión isométrica
f :M−→M̃ y un isomorfismo fibrado f̃ de E en el fibrado normal de f(M)
que cubre f y tal que preserva los productos interiores, las segundas formas
fundamentales y las conexiones normales.

Para cerrar este apéndice, debemos recalcar que este teorema generaliza
al estudiado en el segundo caṕıtulo, puesto que el caso de superficies es un
caso particular de este, ya que se verifican todas las condiciones.
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