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Las hormigas salen de su hormiguero en busca de comida y al final
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Un cartero a la hora de repartir la correspondencia sigue una
trayectoria en el plano de la ciudad, siempre la misma trayectoria.
i Cual es la razén?

GEODESICAS

La naturaleza (y no sélo ella) tiende a desarrollar sus actividades
minimizando ciertas "energias’ (longitud, tiempo, esfuerzo,...).
Aqui es donde aparecen las curvas geodésicas.
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DEFINICION DE CURVA GEODESICA

Una curva parametrizada -y en una variedad diferenciable M es una
geodésica con respecto a una conexién afin V, si verifica,

Dt’y = 0
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EQUIVALENCIAS

Una geodésica es una curva cuyo campo de vectores velocidad
es paralelo a lo largo de la curva.

Dada una carta coordenada, una curva es una geodésica si y
solo si sus funciones coordenadas satisfacen,

$K 4 X5TE = 0.

Una curva diferenciable a trozos es una geodésica si y solo si,
para toda variacién propia, %(O) = 0.
Una curva diferenciable a trozos de velocidad unitaria es una

geodésica si y solo si es un punto critico de la longitud.
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3. Espacio Hiperbdlico (Semiplano de Poincaré H?).
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Consideramos R” con la métrica euclidea g, definida por,

n
g= Z(dxi)z.
i=1
Es facil ver que los simbolos de Christoffel correspondientes son,
My =0,Vij ke{l,..n}

Por tanto, la ecuacién local de las geodésicas es,
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F1GURE: Ejemplos en el Plano.
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Consideramos la parametrizacién x(¢, o) dada por las coordenadas
esféricas ¢ (longitud) y o (complementario de la latitud),

y la métrica inducida, que viene determinada por, gjj = (x;,x;). Es
decir, tenemos la matriz,

_sin200
E= o 1)
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Con esta parametrizaciéon conseguimos los siguientes simbolos de
Christoffel,

1[‘}1 =0, I’%l = ; sin o cos o
__ Coso —
r121_ sino’ r%2 -

% =0, M5, =0

Y por tanto, la ecuacién de las geodésicas es,

B(t) + 26(t)e (1) ety = 0

5(t) — sino(t) cos o (t)d?(t) =
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Resolviendo el sistema anterior, concluimos que las geodésicas de
la esfera son las circunferencias maximas parametrizadas por el
arco. Esto es, la interseccidn de los planos que pasan por el origen
con la propia esfera.

FIGURE: Ejemplos en la Esfera.
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Consideramos el semiplano superior H? = {(x,y) € R2|y > 0}.Con

la métrica, ) )
g = 5dx®@dx+ —dy®dy.
y y

O de forma equivalente,
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Bajo estas condiciones, tenemos los siguientes simbolos de
Christoffel,
lril :07_1 |_§12:y_1
Mo=-y7, M =0
3 =0, M, =—y!

Y la ecuacién local que deben de verificar las geodésicas,

- x(t)y?(t
s(t) — 2250 — o
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Resolviendo ese sistema de ecuaciones diferenciales, obtenemos
que las geodésicas del semiplano de Poincaré son,

e |as rectas verticales parametrizadas por,
v(t) = (a, be"),Va, b, c € R.

e y las semicircunferencias centradas en cada punto (x, 0)
convenientemente parametrizadas.

FI1GURE: Ejemplos en Semiplano de Poincare.
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DEFINICION DE CURVA MINIMIZADORA

Una curva regular a trozos v en una variedad de Riemann, diremos
que es minimizadora si

L(v) < L(%),

para cualquier otra curva 4 con los mismos extremos.

Podemos relacionar esta definicidén con la energia,

LEMA

Si tenemos una geodésica minimizadora -y, entonces, E(v) < E(7).
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Algunos resultados importantes, son...

TEOREMA

La geodésica radial es la tnica curva minimizadora, salvo
reparametrizaciones.

TEOREMA

Las geodésicas respecto a la conexion de Levi-Civita son
localmente minimizadoras.

Como consecuencia del teorema de Hopf-Rinow, tenemos,

TEOREMA

Una variedad de Riemann M es completa si y solo si cada par de
puntos puede unirse mediante una geodésica minimizadora.
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PROPIEDADES MINIMIZADORAS DE LAS
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Consideramos +: [a, b] —> M geodésica parametrizada por la
longitud de arco.

TEOREMA (MYERS)

Si se verifica que Rec(§(t)) > "R;Ql y b—a> 7R, entonces 7y no es
un minimo local de la energia.

Consideremos S? y la geodésica v: (=, 7] —S? dada por
v(t) = (cos t,sin t, 0).
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TEOREMA (BONNET-MYERS)

Si M es conexa, completa y verifica Rc(M) > ”R;Ql, entonces M es

compacta y su didmetro es menor o igual que TR.

La condicién sobre la curvatura de Ricci es esencial, como
demuestra el espacio euclideo R".
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TEOREMA (INDICE DE MORSE)

El indice de I, es finito e igual al nimero de puntos conjugados
con ~y(a) contados con su multiplicidad.

COROLARIO (JACOBI)

Si~y es una geodésica minimizadora, entonces «y no tiene puntos
conjugados en (a, b).
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Un ejemplo cldsico es, la geodésica v:[5,27] — C dada por,
v(t) = (cos t,sin t,0) en el cilindro unidad. La curvatura de Gauss
(o curvatura seccional) del cilindro es K = 0, luego no tiene
puntos conjugados, es decir, es minimo local de la energia.

F1Gure: Cilindro.






