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La conjetura de Pinkall-Sterling [7] (probada por Andrews y Li [1]) dice que todo toro de curvatura media constante (CMC) embebido en S>(p) debe ser una superficie de revolucién. Teniendo
esto en cuenta, en este péster vamos a clasificar todos los toros de CMC embebidos en S3(p) en términos de su curva perfil. Veremos que esta curva perfil es un punto critico cerrado y simple
del funcional energético O g (v) = | y V/k(s) + H ds en la esfera de dimension 2, S%(p), [3]. Ademas, obtendremos que dichos toros seran o bien toros de Hopf o bien superficies de evolucion

binormal (BES), [3]. Este ultimo caso solo aparecera bajo ciertas condiciones para H.

1. Introduccion

En el espacio euclideo de dimensién 4, E*, definimos la 3-esfera, S?(p) con p > 0 por

S3(p) = {z € B | (x,2) = %}.

Sea S una superficie inmersa en S*(p), la curvatura media se define como la funcién H dada

por
1

H = §<tl‘ h7 77> )
donde h representa la segunda forma fundamental de S y n es un vector unitario normal a
S. Una superficie S se dice que es una superficie de curvatura media constante (CMC para
abreviar) si la funcidon H es constante.
En 2015, Andrews y Li [1] probaron la conjetura enunciada por Pinkall y Sterling [7] en 1989:

Teorema 1 Todo toro con CMC embebido en S*(p) es una superficie de revolucion.

Decimos que una superficie S C S?(p) es una superficie de revolucién si existe un subespa-
cio bi-dimensional V de E* tal que S queda invariante por la accion del grupo uniparamétrico
de rotaciones S' = {¢;|t € R} que fija V. En este caso, S admite una parametrizacion
natural dada por

CC(S, t) — Q%(’Y(S)) )
donde ~(s) es una curva plana, es decir, v(s) esta contenida en una esfera totalmente

geodésica de S°(p). Se dice que ~(s) es la curva perfil de S.
En [3] hemos demostrado que

Teorema 2 Toda superficie de revolucion S C S3(p) con CMC H, esta localmente carac-
terizada por tener una curva perfil ~(s) critica para el funcional de Blaschke generalizado
©p(v) = [, \/x(s) + H ds en S$*(p), donde r(s) es la curvatura de ~(s).

2. Problema de Blaschke en S*(p)

Para H < R fijo consideramos el funcional energético dependiente de la curvatura
L
Oy(v) I:/\/Ii—l—H:/ Vk(s) + Hds, (1)
¥ 0

donde el parametro longitud de arco esta representado por s € |0, L], con L la longitud de ~.
Este problema variacional en el espacio euclideo E? para H = 0 fué estudiado por Blaschke.
Por este motivo, nos referimos a él como el problema de Blaschke generalizado. En [3],
hemos estudiado esta generalizacién en cualquier forma de espacio de dimensién 3.

En primer lugar, observamos que cualquier curva con x = —H es un minimo global entre
las curvas con vk + H € L'(I). Ahora, consideramos © ;(v) > 0 actuando en el espacio de
curvas

dp

Qppr = {8 1= S%(p) | B(i) = pii € {0, 1}, —(t) #0.Vt € [,k > —H},

donde p; € S?(p), i € {0,1} son puntos arbitrarios de S*(p).
Entonces, una curva critica v € (p,p, de ®(y) = [, v + H ds debera verificar la ecuacion
de Euler-Lagrange

d? 1 1 )
+ (/i + )—2/43\//1+H:O.
ds? (\/IQ—I—H) vVk+H P

Proposicion 3 Sea v un extremo para @ g(vy) = fv vk + Hds, (1), actuando en Q.. Si~y
tiene curvatura constante x(s) = k,, entonces tiene que verificar

/4:0:—H—|—\/H2—|—,0.

. . H++/H? .
Si, por el contrario, la curvatura de , k(s), €s no constante, para cada d > i 5 P existe
una curva critica con x(s) = r4(s) dada por

B H? + P

2d — H — \/4d? — 4dH — psin2y/H? + ps
Recordemos que en [3] se ha visto que toda superficie de revolucion con CMC H se
construye localmente como la evolucion binormal de extremos de Oy (y) = fﬁy VK& + Hds,

(1). Ademas, topolégicamente se tiene que si k = —H, se generan esferas S?; si
k= —H++\/H?+ p, se generan toros T?> = S! x S; y si x(s) = r,(s), se generan productos
U xSt

s (2)

Kals)

3. Curvas Criticas Cerradas y Simples

En este pdster estamos interesados en clasificar los toros de CMC embebidos en S3(p). Te-
niendo en cuenta el comentario anterior, sera suficiente estudiar las curvas criticas, v € € p,,

de (1) que sean cerradas y simples.
En el caso de que la curvatura de v sea constante, k = —H + v/ H? + p, ~ sera un circulo
y por tanto cerrado y simple. Por otro lado, si la curvatura de v no es constante, tenemos
que /@(s? = k4(s) es una funcién periodica de periodo \/[;TTM y entonces debemos analizar la
condicion de cierre y simplicidad [2]

Proposicion 4 La curva critica, v € )y, de (1) sera cerrada si y solo si
T +2H) \/kg(u) + H
() =2y ’9/£ 4d (rg(u) + H) u

es un multiplo racional de 2r. Ademas, ~ sera simple si y solo si se verifica mA(d) = 2w, con
m € 4.

XXIV Encuentro de Topologia, Bilbao 2017.

Tomando limites se puede ver que la imagen de A(d) es un intervalo abierto, y por tanto,
habra valores de d para los cuales la condicion de cierre se verifique. Es decir, obtenemos

Teorema 5 Existen curvas criticas de (1) cerradas con curvatura no constante para cualquier
valor de H € R.

Figura: Curvas Criticas Cerradas para H = 0, [2].

En la figura anterior se pueden ver dos curvas criticas cerradas para el funcional ©,, (1),
donde hemos dibujado en color amarillo la traza de la curva a lo largo de un periodo de la
curvatura. Es facil ver que como la curvatura es la misma en cada periodo, nuestras curvas
criticas se construyen pegando adecuadamente copias congruentes de la parte amarilla.
Por este motivo, en este caso, las curvas criticas no pueden ser simples. No obstante,

Teorema 6 S/ H £ 0, + %, entonces existen curvas criticas de (1) cerradas y simples.

. . 2_9 . sy
Corolarlq 7 Para cualquier v.alor de H ¢ (\/ﬁ cot -, \@ Qym) existen curvas criticas cer-
radas y simples para el funcional de Blaschke generalizado, (1).

Este Corolario verifica el resultado introducido por Perdomo en [6] sobre la existencia de
superficies de revolucidn compactas embebidas en S3(p).

4. Clasificacion y Aplicaciones

La construccion de superficies de revolucion de CMC mediante la evolucion binormal de
curvas criticas de (1), [3], nos permite hallar la siguiente clasificacidon

Teorema 8 Sea S un toro de CMC embebido en S*(p). Entonces, S es congruente a una de
los siguientes superficies,

1. Un toro de Hopf (superficie isoparamétrica y llana) de la forma

@(v;:?)xswgg p+ﬁ), (3

N

conk = —H ++/H?+p.
2. Superficie de evolucion binormal no isoparameétrica generada por una curva perfil con cur-

vatura r(s), (2), para algun valor d > H V2H2+p que verifique la condicion de cierre y de
simplicidad (Proposicion 4).

Como consecuencia de esta clasificacion se verifican los siguientes resultados,

e Conjetura de Lawson, [5]. Sea S un toro minimal (H = 0) embebido en S°(p), entonces S
es congruente al toro de Clifford, (3) con H = 0.

e Teorema de Ripoll, [8]. Existe una superficie de revolucion embebida en S*(p) no
isoparamétrica con CMC (dada por el punto 2 del Teorema 8) para H +# 0, i\/é.
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