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PARAMETRIZACION

Consideramos la 3-esfera S3(p) C E* (espacio euclideo de
dimensién 4) definida por

§3(p) = {x € E*| (x,x) = [1)}.

Sea S C S3(p) una superficie de revolucién de CMC. Es decir, S
queda invariante por la accién de un grupo uniparamétrico de
rotaciones, {¢;}.

Y ademds, S admite la siguiente parametrizacién natural

x(s, t) = ¢e(1(s)),

donde 7(s) se llama curva perfil.
Recordemos que la curva perfil de una superficie de revolucién es
una curva plana (7 = 0).
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puede ver como una métrica warped product dada por

g = ds*> + G(s)?dt>.

GEODESICAS DE LA SUPERFICIE
Para cada t, fijo, las curvas x(s, to) := 7¢,(s) son geodésicas de la
superficie S, y por tanto, S admite una foliacién geodésica.

Si 71, (s) son también geodésicas de S3(p), S serfa una superficie
reglada.
En caso contrario, la segunda forma fundamental viene dada por

h = —k(s)ds® + ,f((ss)) (G"(s) + pG(s)) dt?,

donde r(s) es la curvatura de y(s) en S3(p).
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ECUACIONES FUNDAMENTALES

Por el Teorema Fundamental de Subvariedades sabemos que las
formas g y h, localmente determinan una dnica (salvo movimientos
rigidos) superficie de revolucién S, si y solo si, se verifican las
siguientes ecuaciones de compatibilidad

EcUACIONES DE GAUSS-CODAZZI
1
0 = </§ (G55+G(I{2+p))> —IQSG.
S

Por otro lado, S tendrd curvatura media constante (CMC), si
existe H € R, tal que
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Combinando las ecuaciones de Gauss-Codazzi y la de CMC,
llegamos a que

e G(s) es solucién de

Ges
(K=)— = = H>+p,
con kK = —H.

e O, por el contrario,

y es solucién de

1

2
Gss"‘ G(H +p) = @
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FUNCIONAL DE BLASCHKE GENERALIZADO (2)

En ambos casos, la curva perfil v(s) con curvatura x(s) es una
curva critica para el funcional

o)) = / V/r(s) + Hds,

en la esfera totalmente geodésica S?(p), [2].
e El caso kK = —H es un minimo global entre las curvas
inmersas en S2(p) con vk + H € LY(1).

e En el segundo caso, la curvatura de v, k(s) es solucién de la
ecuacién de Euler-Lagrange en el espacio de curvas inmersas
en S?(p) verificando k > —H, Qp,p, -
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CURrvAS CRITICAS

En S%(p), consideramos el funcional de Blaschke generalizado

O(v) = / VK(s) + H ds.
g

e Para el espacio de curvas vk + H € LY(/), los circulos con
curvatura k = —H son criticos.

e En el espacio €2,,p,, la ecuacién de Euler-Lagrange queda
d2< L >+ ! (K*+p) =26V + H=0
— K — 2KV K = VU.
2 \VetH) Vit H P

Soluciones: circulos de curvatura k = —H + \/H? + p;
para 2d > H + \/H? + p curvas determinadas por

p+ H?

rd(s) = > : —
2d — H— +/4d? — 4Hd — psin2 /H? + ps

H.
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Definimos el campo de vectores Z sobre una curva critica «
(solucién de Euler-Lagrange)

CaAMPO DE KILLING SOBRE 7 [4]
Llamamos campo de Killing sobre v a un campo de vectores sobre
v, W, que verifique W(v)(s) = W(x)(s) =0.

PROPOSICION |[3]

El campo Z es un campo de vectores de Killing sobre .

Ademads, este campo de Killing sobre v, Z, se puede extender a un
campo de vectores de Killing en todo S3(p). Lo denotaremos por &.
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EvoLuciON BINORMAL

e Sea 7y una curva critica (plana) del funcional de Blaschke
generalizado en S?(p).

e La evolucién de « bajo el flujo del campo de Killing £ genera
una superficie de evolucién binormal ¢-invariante S, de S3(p).

PROPOSICION [2]

La superficie S, es una superficie de revolucién.

TEOREMA [2]

La superficie de revolucién S, tiene curvatura media constante H.
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ConNDICION DE CIERRE

Como S3(p) es completo, las rotaciones ¢; estan definidas para
todo t € R. Ademds, sus érbitas son circulos (cerrados). Luego,
solo necesitamos curvas perfil cerradas.

Las curvas criticas con curvatura constante son circulos cerrados.

Por otro lado, las curvaturas k4(s) son periddicas de periédo
™

PROPOSICION |[1]

Una curva critica de ©(y f vk + Hds en S?(p) con curvatura
no constante, Ky, sera cerrada si y solo si

_ m(%d )+ 2H) ()+Hu
2\/7/ d(kg(u) + H) — d

es un multiplo racional de 27.
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TEOREMA

Existen curvas criticas cerradas con curvatura no constante

inmersas en

F1cURA: Curvas Criticas Cerradas para H =0, [1].
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Superficies de Revolucién Compactas con CMC:

e Generadas a partir de minimos globales de ®, v con k = —H,

1. El ecuador S?(p) (superficie totalmente geodésica) cuando
H=0.

2. Superficies totalmente umbilicales, Sz(r) con r > p, cuando
H #0.

e Generadas a partir de soluciones de Euler-Lagrange,

3. Superficies de evolucién binormal isoparamétricas llanas (Toros
de Hopf)

s' (Vp+r?) x st <Vf\/p+7> :

con k = —H + \/H? + p curvatura de la curva perfil, .



CLASIFICACION (2)

Superficies de Revolucién Compactas con CMC:

e Generadas a partir de soluciones de Euler-Lagrange,

4. Superficies de evolucién binormal no isoparamétricas generadas
por una curva perfil, 7, con curvatura

p+ H?

Kk4(s) = —H,
a(s) 2d — H — \/4d? — 4Hd — psin2\/H? 1 ps

H++/H?+ op .y .
para d > fp y verificando la condicién de cierre.
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