DETERMINANTES

Razvan Gelca

(Fortaleza, Brasil)



Problema Sejam a e b dois niimeros inteiros que satisfazem a +

b = 2014. Demonstrar que o determinante

a® b 3ab —1
—1 a? V* 2ab
o2 —1 a® —b?
0 b -1 a

é um multiplo de 61.



Problema Sejam a e b dois niimeros inteiros que satisfazem a +

b = 2014. Demonstrar que o determinante

a® b 3ab —1
—1 a? V* 2ab
o2 —1 a® —b?
0 b -1 a

é um multiplo de 61.

(R. Gelca, Konhauser Problem Fest, 2014)



Para resolver o problema, somarmos a segunda, terca e quarta

coluna 3 primeira

a’ b 3ab —1 a’+b>+3ab—1 b 3ab —1
—1 a® b* 2ab a?+b%+2ab—1 a* b* 2ab
o —1 a? —b? a2 —b>+2—1 —1 a? —b?
0 b —1 a a+b—1 b —1 a




Para resolver o problema, somarmos a segunda, terca e quarta

coluna 3 primeira

ad b 3ab —1 @+ +3ab—1 b 3ab —1
—1 a® b® 2ab a’?+b2+2ab—1 a®> b* 2ab
2 —1 a? —b? a2 —bP+2b—1 —1 a? —b?
0O b —1 a a+b—1 b —1 a

E suficiente demonstrar o que os numeros
a3 + b3+ 3ab — 1
a’® + b? + 2ab — 1
a’ —b* +2b—1
a+b—1

s3o divisiveis por 01.



Os niumeros
o>+ 03 +3ab—1
a’ +b%+2ab—1
a2—b2+2b—1
— a+b—1

s3o divisiveis por 01.

a+b—1=2013 =33 x 61.



Os niumeros
o>+ 03 +3ab—1
a’ +b%+2ab—1
— a2—b2+26—1
a+b—1

s3o divisiveis por 01.

@’ —b*+20—1=a’—(b—1)?
=(a+b—1)(a—b+1)=61x33x(a—b+1).



Os niumeros
o>+ 03 +3ab—1
a4+ b 4+ 2ab—1
a2—b2+2b—1
a+b—1

s3o divisiveis por 01.

>+ +2ab—1=@a+b’—1=(a+b—1(a+b+1)
=61 X33 X (a+b+1).



Os numeros

— @ +b +3ab—1
a® + b+ 2ab — 1
a’ —b° +2b—1
a+0b—1

s3o divisiveis por 01.

a> + b5 +3ab—1=61x?277.



a + 0%+ 3ab—1



a’ + b+ 3ab— 1
Vamos denotar c = —1 para transformar esta expressdo em

a’ + b + & — 3abe.



Desejamos factorizar
a’ + b + ¢ — 3abe.

Isso € o valor do DETERMINANTE CIRCULANTE

a b c
cab

b c a




Desejamos factorizar
a’ + b + ¢ — 3abe.

Isso € o valor do DETERMINANTE CIRCULANTE

a b c
cabl=a+b+c = abe— abe — abe.

b c a




Mas podemos calcular este determinante de uma maneira difer-

ente: somarmos a segunda e terca coluna a primeira:

ab c

cab

b c a



Mas podemos calcular este determinante de uma maneira difer-

ente: somarmos a segunda e terca coluna a primeira:

ab c a+b+cbc
cabl=|c+a+babd
b ca b+c+a ca




Mas podemos calcular este determinante de uma maneira difer-

ente: somarmos a segunda e terca coluna a primeira:

ab c a+b+cbc
cabl=|c+a+babd
b ca b+c+a ca

1 bc
=(a+b+c)|labd

1l ca




Mas podemos calcular este determinante de uma maneira difer-

ente: somarmos a segunda e terca coluna a primeira:

abc a+b+cbc
cabl|=|c+a+babd
b ca b+c+a ca
1 bc
=(a+b+c)|labd
l ca
—(a+b+c)(a+ b+ —ab—be—ca).




Entao

a’ 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢ — ab — be — ca).



Entao

a’ 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢ — ab — be — ca).

E por isso

G+ +3ab—1=(a+b—1D(a>+b>+1—ab+a+D)
— 61 x33x (e’ +b>+1—ab+a+D).



Voltamos ao calculo do determinante circulante
a b c
cab

b c a




Voltamos ao calculo do determinante circulante
a b c
cab

b c a

S

Sejae=—5+1



Voltamos ao calculo do determinante circulante
a b c
cab

b c a

/3

Seja € = —% + 15>, € € uma terca raiz da unidade: e = 1.



Voltamos ao calculo do determinante circulante
a b c
cab

b c a

V3

Seja € = —% + 15>, € € uma terca raiz da unidade: €3

= 1. Vamos

multiplicar

b por € e

c por ¢’

e substituir no determinante.



a €eb €c
e“c a e€b

eb €2c a




a eb €
c a €b | = a’ -+ e3b° + 03 — 3aebe?c
eb €2c a

=+ b+ — 3abe,

porque e =1.



E também

a b € a+ €b+ e2c eb e%c

ec a eb|=|c2c+a+eb a €b

eb ¢ a b+ ec+a ec a
1 eb €c

—(a+eb+€%)|1 a eb

1 €2¢ a




Obtemos que a> + b° + ¢ — 3abe e divisivel por a + €b + €2c.



Obtemos que a> + b° + ¢ — 3abe e divisivel por a + €b + €2c.

2

Se trabalhamos com € em lugar de ¢ obtemos que a> + b> + ¢ —

3abe e divisivel por a + €2b + ec.



Obtemos que a> + b° + ¢ — 3abe e divisivel por a + €b + €2c.

2

Se trabalhamos com e* em lugar de € obtemos que a”> + b> + ¢ —

3abe e divisivel por a + €2b + ec.
No final obtemos a fatoracdo

@’ +b° + @ —3abe = (a+ b+ c)(a + eb + €2c)(a + €°b + ec).



Obtemos que a> + b° + ¢ — 3abe e divisivel por a + €b + €2c.

Se trabalhamos com e

em lugar de ¢ obtemos que a3+ b> + ¢ —

3abc e divisivel por a + €2b + ec.

No final obtemos a fatoracio

@’ + b+ ¢ —3abe = (a + b+ c)(a+ eb+ €2c)(a + €b + €c).

Este é a formula de Luigi Cremona, que pode-se generalizar para

todos os determinantes circulantes

onde € = cos

ap ap az -+ ap—1

ap—1 @p ajp ==+ Qp—2

a’l ajzag...

+ 72 s1n

n—1

n—1)j

(a0+6~7a1+---+e< Jan_1),

0



ag

al

CI/l CL2 e o o

Unp—1 Qo a1 - --

CLQ a/B o o o

onde € = cos

Ap—1

Ap—2

a(

2—7T—|—Z811’12—7T

n—1 |
= H(a0+e]a1+---

=0

+ €



ayg ai ag -+ ap—1 1
a 1 CLO al - _9 . . .
7=0
ap av ag -+ qag
L 2T SR s
onde € = COS S~ + 18I <~

A demostracio original de Cremona usa a transformada de Fourier

discreta:
( 1 1 (P
. 1 € e ... Tl
Fn = % 1 € e e2(n—1)




271
Com a formula de Euler, e = e n,



Com a formula de Euler, € transformada de Fourier

I
®
=
W

discreta é

omi 4ri 2(n—1)i
1 en e n e n
1 Ae 311 4(?1—1)2
Fn=—— n n n
n \/ﬁ 1 e e e
2(n—1)i  4(n—1)i 2(n—1)%
\1 e~ n e n e n /



Com a formula de Euler, € transformada de Fourier

I
®
=
W

discreta é

omi 4ri 2(n—1)i
1 en en e n
1 41 871 4(?1—1)2
Fn=—7|1 en en e n
Vn
2(n—1)i  4(n—1)i 2(n—1)%
\1 e~ n e n oa— /
VVamos denotar
n—1



Lo
1
/1 1 ) 626(71—1)
: an—l\ 1 1 6:2 (nil)Q)
( Clol Z; Cln.Q) 8 \/ﬁ \1 en—1 f(enl)l) \
Up— : ' a : n_lf(en
; as - ) fle) NG | _1))
\ @ /fg) e f () i
1 ef -
|, () -
o \ f(1) " f



S -




Se tomamos determinantes obtemos a formula de Cremona:

apg at -+ Ap—1

=1 B0 =2 det(F)
n

a]_ a2 o o o a’O



Se tomamos determinantes obtemos a formula de Cremona:

apg at -+ Ap—1
Ap—1 ag « -+ 4p—2
al a2 o o o a’O




Observamos que a transformada de Fourier diagonaliza a matriz

/' ap ap -+ C%v—l\

Ap—1 ag « -+ 4p—2

circulante:

Fol

w - ay
0 ... 0 \
F@ -0
0

\ @
F(1)

(

o O T

\ 0 O f(eﬁ—1>)



Observamos que a transformada de Fourier diagonaliza a matriz

/' ap ap - Chk—l\

Ap—1 ag « -+ Gp—2

circulante:

Fol

\al ag -« ao)
F) 0 -0
fle) -+
0

\ 00 - f(e"h)
Este é um motivo por que os determinantes circulantes sdo im-

portantes em telecomunicacoes e em processamento de sinais.



VVoltamos a formula de Cremona

abc
cab|=(a+b+c)a+eb+ec)a+ b+ ec).

b c a




VVoltamos a formula de Cremona

ab c
cab

b c a

=(a+b+c)la+eb+ 620)((1 + e2h + €c).



Isso é o grupo de rotacoes de um triangulo equilatero:

2
G={1,p.p*|p’=1}.



O grupo de rotacées de um tridngulo equilatero:

21 .3
G={1,p,p"|p”=1}.
Se comparamos este grupo com a fatoracao:

(a+b+c)(a+ eb+ €%c)(a+ b+ ec)



O grupo de rotacées de um tridngulo equilatero:

21 .3
G={1,p,p"|p”=1}.
Se comparamos este grupo com a fatoracao:

(a+b+c)(a+ eb+ €%c)(a+ b+ ec)

observamos que existem exatamente 3 homomorphismos de grupos

xj:G— C\{0}, j=0,1,2,

Xj(p) = €.



O grupo de rotacées de um tridngulo equilatero:

21 .3
G={1,p,p"|p”=1}.
Se comparamos este grupo com a fatoracao:

(a+b+c)(a+ eb+ €%c)(a+ b+ ec)

observamos que existem exatamente 3 homomorphismos de grupos

xj:G— C\{0}, j=0,1,2,

Xi(p) = ¢J. Denotemos G o conjunto (grupo) de homomorphismos

x: G — C\{0}



O grupo de rotacées de um tridngulo equilatero:
G={1,p.p*|p’=1}.
Se comparamos este grupo com a fatoracao:
(a+b+c)(a+eb+ec)(a+ b+ ec)
observamos que existem exatamente 3 homomorphismos de grupos

xj:G— C\{0}, j=0,1,2,

Xj(p) = ¢J. Denotemos G o conjunto (grupo) de homomorphismos
x : G — C\{0}, entdo

ab c

cab|=]]xMa+x(pb+x(p)e).
b ca x€G




Motivado por problemas de teoria de numeros, Richard Dedekind

generalizou esta identidade da forma seguinte:



Motivado por problemas de teoria de numeros, Richard Dedekind
generalizou esta identidade da forma seguinte:

Dado um grupo finito abeliano

GZQLQQ?"')Q%)

vamos considerar uma sequéncia

a/gl7 a927 o o o 7Cl/gn.



Motivado por problemas de teoria de numeros, Richard Dedekind
generalizou esta identidade da forma seguinte:

Dado um grupo finito abeliano

GZQLQQ?"')Q%)

vamos considerar uma sequéncia

a/gl7 a927 o o o 7Cl/gn.

Definimos o determinante

det(agjgk_1>

a entrada jk de quem éa  _.
939k



Dedekind demonstrou que

det(a, )= [ | 3 9y

onde G é o grupo de homomorfismos de G em C\{0}.



Dedekind demonstrou que

det(a, )= [ | 3 9y

onde G é o grupo de homomorfismos de G em C\{0}.

Com esta formula naceu a teoria de representacoes de gru-

POS.



A fatoracio
a’ 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢& — ab — be — ca)

pode-se usar para demonstrar, no caso particular de trés niimeros

positivos x, v, z, a desigualdade das médias:
r+1y-+=z

7 > Jryz.




A fatoracio
a’ 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢& — ab — be — ca)

pode-se usar para demonstrar, no caso particular de trés niimeros

positivos x, v, z, a desigualdade das médias:
r+1y-+=z

7 > Jryz.

Sejax:ag, y:bg, 2 = o,




A fatoracio
a’ 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢& — ab — be — ca)

pode-se usar para demonstrar, no caso particular de trés niimeros

positivos x, v, z, a desigualdade das médias:
r+1y-+=z

7 > Jryz.

Sejax:ag, y:bg, 2 = o,




A fatoracio

a’ 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢& — ab — be — ca)

pode-se usar para demonstrar, no caso particular de trés niimeros

positivos x, v, z, a desigualdade das médias:
r+1y-+=z

7 > Jryz.

Sejax:ag, y:bg, 2 = o,

Entao

x+y+z—3\3/xyz:a3+b3+cg—3abc

:(a+b+c)(a2+b2+c2—ab—bc—ca)
:%(a+b+c)[(a—b)2+(b—0)2+(C—a)Q]-



Entao

x+y+z—3\3/xyz:a3+b3+cg—3abc

:(a+b+c)(a2+b2+c2—ab—bc—ca)
:%(a+b+c)[(a—b)2+(b—0)2+(C—a)Q]-



x+y+z—3\3/xyz:a3+bg+63—3abc
:(a+b+c)(a2+b2+62—ab—bc—ca)

— %(a+b+c)[(a — b+ (b—¢)° + (¢ — a)7.

a,b,c > 0,



x+y+z—3\3/xyz:a3+bg+63—3abc
:(a+b+c)(a2+b2+62—ab—bc—ca)

— %(a+b+c)[(a — b+ (b—¢)° + (¢ — a)7.

a,b,c> 0,
(a—b)2+(b—c)*+(c—a)*>0.



x+y+z—3\3/xyz:a3+bg+63—3abc
:(a+b+c)(a2+b2+62—ab—bc—ca)

— %(a+b+c)[(a — b+ (b—¢)° + (¢ — a)7.

a,b,c> 0,
(a—b)2+(b—c)*+(c—a)*>0.

Por isso

x+y+z—3\3/:1:yz:a3+b3+cg—3abczO.



x+y+z—3\3/xyz:a3+bg+63—3abc

:(a+b+c)(a2+b2+62—ab—bc—ca)

— %(a+b+c)[(a — b+ (b—¢)° + (¢ — a)7.

a,b,c> 0,
(a—b)2+(b—c)*+(c—a)*>0.

Por isso
x+y+z—3\3/xyz:a3+b3+cg—3abcz 0.
QED.



Problema Determinar o minimo global da funcio f : R? — R,

fla,y) =3 Y@=t 43yt — 1),




Problema Demonstrar a igualdade

1+ aq
1

I ... 1
l4+ay ... 1
1 ... 14ay

= @a1ay -+ an <1+

1

al

1

a2

1
_|__
an

).



Problema Demonstrar a igualdade

1+ aq
1

|

Este € um tipo de problema com variavel escondida.

I ... 1
l4+ay ... 1
1 ... 14ay

= @a1ay -+ an <1+

1

al

|

a2

1
_|__
an

).



Para calcular o determinante

I+ aq
1

I ... 1
l4+ay ... 1

I ... 14+ay




... definimos a funcdo

r+a X

r Tr+a ... T

flz) =

X X ... T+ ap




... definimos a funcdo

r+a X

r Tr+ag ...

flz) =

T T ... X+ ap

O problema pede calcular f(1).




Vamos demonstrar que

r+a

r T+ay ...

flz) =

T T ... T+ an

é uma funcio linear.




Vamos demonstrar que

r+a

r T+ay ...

flz) =

T T ... X+ ap

é uma funcio linear.

Por isso utilisamos derivadas.




Sejap: R — R,

o) =




Sejap: R — R,

[an(z) ap(@) ... ap(z) )
as1(x) ag(x) ... as(v)

o) =

\anl apa(x) ... anp(x) /

Usando a regra do producto obtemos...



an1 () ana(z) ...

a11(z) aa(x) ...
az1(x) an(x) ...




Para

obtemos...

T+ a

X

X

r+ao ...

. T+ ap







1 1 1 r+ay x X
r r+ay ... X 1 1 1
f(z) = : +
T T T+ ap T T T+ ap
r+a X X
n n r T+ a9 x
1 1 1

Do mesmo modo obtemos que a segunda derivada de f € igual a

ZEro.



1 1 1 r+ay x X
r r+ay ... X 1 1 1
f(z) = : +
T T T+ ap T T T+ ap
r+a X X
n n r T+ a9 x
1 1 1

Do mesmo modo obtemos que a segunda derivada de f € igual a

ZEro.

(x) = 0.



Por isso

flz) =

é uma funcao linear.

T+ a

X

X

r+ao ...

. T+ ap




Por isso

flz) =

é uma funcao linear:

r+a
r Tr+tao ... T
T T T+ anp




Por isso

flz) =

é uma funcao linear:

E ficil ver que

r+a
r Tr+tao ... T
T T T+ anp




Também

f'(0)

. Gp




Também

1 1 . 1

0 a9 0

0 0 ... ap
_I_..

a1 0O
I 1
0 0
a1 0
0 a9
I 1
+ a1a9




Também

£'(0) =

1 1 . 1

0 a9 0

0 0 ... ap
_I_..

a1 0O
I 1
0 0

a1 0
0 a9
I 1

1

a




Obtemos que

f(z) = ajas- - - an [1+(

1

ai



Obtemos que

f(z) = ajas- - - an [1+(

No caso x = 1,

f(1) = ajay- - - an [1+(

1

1

ai

1

_|_

a2

1

ai

_|_

a2



Obtemos que

flr) =ajas---an [1+<1 + 1 +---+i)x].

aip a Qn,

No casox = 1,

f(1) =aiaz---an [1+<1 L +---+i>].

ajp  a an,

l4+a; 1 ... 1

1 l4ay... 1 1 1 1
=a1ag-cn | 14—+ — b )
1 2 n

1 1 ... 14ap



Problema Demonstrar que

onde

ap a a -+ a
b ao a --- a
_ bf(a) — af (D
b bas- al|=
b—a
b b b --- ap

ft) = (a1 —t)(ag = 1) -~ - (an — t).



Problema Demonstrar que

ap a a -+ a
b ao a --- a
_ bf(a) — af (D
b bas- al|=
b—a
b b b --- ap

onde

f(t) = (a1 — t)(ag — t) - (an — t).

Onde esta a variavel escondida?



Aqui:

Problema Demonstrar que

onde

Cl/l.flj a:'...
ba/zx...
b b ag -

X

F(#) = (a1~ t)(az 1)+ (an — 1)



Aqui:

Problema Demonstrar que

Cl/l.flj a’/’...
bCLQI...
b b ag -

onde

X

F(#) = (a1~ t)(az 1)+ (an — 1)

Podemos assumir que a1, a9, . .

sdo variaveis independentes).

., ay, sdo diferentes (por exemplo



ap r T -+ T

b ap * --- x
Px)=|b b a3z -
bbb ay

bf(x) —xf(b

o) = D)=t 0)

Vamos demonstrar que P(x) = Q(x).




ap r T -+ T

b ap * --- x
Px)=|b b a3z -
bbb ay

bf(x) —xf(b

o) = D)=t 0)

P(x) e Q(x) sdo polinomios de graun — 1.




ap r T -+ T
b ap * --- x

Pxz)=|b b ag- - w

b b b - ap

P(x) e Q(x) sdo polinomios de grau n — 1. Além disso

Plz)=ba" 14 Qz)=ba""1 4.



Calculamos

aj; a; ai -+ aj
b as ay -+ aq
Plai)=1|b b ag - a

b b b - ap




Calculamos

P(aq)

ar 0 0
b ap—bay—0b ---
b 0 az3—>0---
b 0 0

0
a1 — b
a1 — b

* a/n_b




E agora desenvolvemos o determinante

Pla1) = ay

a—ba;—0b---
0 a3—2>b---

0 o ..

ap — b
a1 — b

an_b




E agora desenvolvemos o determinante

ao—ba;—0b---
0 a3—20b---

Play) =a1| 3_

0 0

= aq(ag — b)(ag —b) - -

ap — b
a1 — b
a/n_b
(an —b)



E agora desenvolvemos o determinante

a—bay—b--- a;—0>
0 a3—b--- a;—0>b

Pla1) = a4 : L
0 0O -+ ap—2>0
= aj(az — b)(az —b) -+ - (an — b)
_aif(b)

b— aq



E agora desenvolvemos o determinante

Pla1) = ay

ao—ba;—0b---
0 a3—2>b---

0 0o ..

ap — b
a1 — b
a/n_b

= ay(ag — b)(ag —b)---(ap —b)

_ bf(a1) — a1 f(b)

b— aq



E agora desenvolvemos o determinante

Pla1) = ay

ao—ba;—0b---
0 a3—2>b---

0 0o ..

ap — b
a1 — b
a/n_b

= ay(ag — b)(ag —b)---(ap —b)

_ bf(a1) — a1 f(b)

b— aq



Calculamos

aj; as as -+ a9
b ar as --- a9
Plag)=1]b b a3z - - ay

b b b - ap




Calculamos

P(as)

a1 ap 0
b ao 0
b b az—>b---
b b 0

0
0

as — b

* an_b




Calculamos

P(as)

ap—b 0 0
b as O
b b az—>b---
b b 0

0
0

as — b

* a/n_b




Desenvolvemos o determinante

P(as) = (a1 — b)ay

as—0bay—0b ---
0O a4—0b---

0 0o ..

as — b
ar — b

a/n_b




Desenvolvemos o determinante

a3 —bay—0b ---
0 a4—0b---

P(ag) = (a1 = blag| |

0 0

= (a1 — b)ag(az —b) - --

as — b
ar — b
a/n_b
(an —0)



Desenvolvemos o determinante

a3 —bay—0b ---
0 a4—0b---

P(ag) = (a1 = blag| |

0 0

= (a1 — b)ag(az —b) - --




Desenvolvemos o determinante
a3—bay—0b--- ap—0b

0 a1—b--- ax—0>
P(az) = (a1 — b)ag

(:) O : an — b
= (a1 — b)ag(az —b) - - - (an — b)
_ bf(ag) —azf(b)

b— as




Desenvolvemos o determinante
a3—bay—0b--- ap—0b

0 a1—b--- ax—0>
P(az) = (a1 — b)ag

(:) O : an — b
= (a1 — b)ag(az —b) - - - (an — b)
_ bf(ag) —azf(b)

b— as

P(as) = Q(as).



ap r T -+ T
b ap * --- x

Plx)=|b b ag -

bbb
Olx) = bf@g :if(b)

No final:
P(CL1> — Q(a’1>7 P(CLZ) — Q(CLQ)? T 7P(a’n) — Q<an>






Problema Seja A e B 3 X 3 matrizes com elementos reais tal que

det A =det B =det(A+ B) = det(A — B) = 0.

Quais sdo os valores possiveis de det(2A +5B)?



Problema Seja A e B 3 X 3 matrizes com elementos reais tal que

det A =det B =det(A+ B) = det(A — B) = 0.

Quais sdo os valores possiveis de det(2A +5B)?
(M. Martin, Olimpiada de Matematica R6mena)



Problema Seja A e B 3 X 3 matrizes com elementos reais tal que

det A =det B =det(A+ B) = det(A — B) = 0.

Quais sdo os valores possiveis de det(2A +5B)?

Este é um outro exemplo de problema com variavel escondida.



Definimos

P(x) = det(A + xB).



Definimos
P(x) = det(A + xB).

Este é um polinomio de grau no maximo 3.



Definimos
P(x) = det(A + xB).
Este € um polinomio de grau no maximo 3. Por que

P(0) = det(A) = 0



Definimos
P(x) = det(A + xB).
Este € um polinomio de grau no maximo 3. Por que

P(0) = det(A) =0
P(1)=det(A+B)=0



Definimos
P(x) = det(A + xB).

Este € um polinomio de grau no maximo 3. Por que
P(0) =det(A) =0
P(1)=det(A+B)=0
P(—1)=det(A—B) =0



Definimos
P(x) = det(A + xB).

Este € um polinomio de grau no maximo 3. Por que
P(0) =det(A) =0
P(1)=det(A+B)=0
P(—1)=det(A—B) =0

temos

P(x) = ax(x — 1)(x + 1).



Definimos
P(x) = det(A + xB).

Este € um polinomio de grau no maximo 3. Por que
P(0) =det(A) =0
P(1)=det(A+B)=0
P(—1)=det(A—B) =0

temos

P(x) = ax(x — 1)(x + 1).



O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (z)

r—00 3




O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (;C)
rT—00

det( A B
— lim ct(A + zB)

T—00 3




O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (;C)
rT—00

det( A B
— lim ct(A + zB)

T—00 3

1
= lim det(—A + B)

T— 00 €T




O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (3@
T—00

det( A B
— lim ct{A + zB)

T—00 73

|
= lim det(—A + B)

T— 00 T

= det B




O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (?
rT—00

det( A B
— lim ct(A + zB)

T—00 3

1
= lim det(—A + B)

T— 00 €T

= det B = 0.




O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (?
T—00 T
. det(A+zB)
= lim 5
T— 00 T
1
= lim det(—A + B)
€Tr— 00 T
= det B = 0.

Por isso P(x) = 0,



O coeficiente o pode-se calcular do seguinte limite

P
a = lim (?
rT—00

det( A B
— lim ct(A + zB)

T—00 3

1
= lim det(—A + B)

T— 00 €T

= det B = 0.

Por isso P(x) =0, e

det(2A + 3B) = 2° det (A + ;B) =P (;) = 0.



Um resultado classico do mesmo tipo é



Um resultado classico do mesmo tipo é

Teorema Sejam A e B matrizes de dimensdo n x n. Entao

det(I,, + AB) = det(I, + BA).



Um resultado classico do mesmo tipo é

Teorema Sejam A e B matrizes de dimensdo n x n. Entao

det(I,, + AB) = det(I, + BA).

Para a demonstracao introduzimos a variavel ‘escondida” x e

substituimos B por x1,, + B.



det[I,, + AB] = det[I,, + BA].



det|l, + A(xI, + B)| = det|[I, + (zI;, + B)A|.



det|l, + A(xI, + B)| = det|[I, + (zI;, + B)A|.
A funcao
P(x) = det(x1,, + B)

é um polinomio em x, por isso P(x) = 0 para no maximo n valores

de .



det|l, + A(xI, + B)| = det|[I, + (zI;, + B)A|.
A funcao
P(x) = det(x1,, + B)

é um polinomio em x, por isso P(x) = 0 para no maximo n valores
de x.
Quando P(x) # 0, a matriz x1I,, + B € invertivel...



det|l, + A(xI, + B)| = det|[I, + (zI;, + B)A|.
A funcao
P(x) = det(x1,, + B)
é um polinomio em x, por isso P(x) = 0 para no maximo n valores
de x.

Quando P(x) # 0, a matriz xI,, + B € invertivel e podemos

fatorar

det[I, + A(zl, + B)] = det[[(z], + B) "' + A|(z1, + B)]



det[I,, + A(zI, + B)| = det[[(z], + B) "' + Al(zI,, + B)]



det[I,, + A(zI, + B)| = det[[(z], + B) "' + Al(zI,, + B)]
— det[(zI, + B)"! + Al det(xI, + B)



det[I,, + A(zI, + B)| = det[[(z], + B) "' + Al(zI,, + B)]
— det[(zI, + B)"! + Al det(xI, + B)
= det(z], + B) det|[(zI, + B) "' + A]



det[I,, + A(zI, + B)| = det[[(z], + B) "' + Al(zI,, + B)]
— det[(zI, + B)"! + Al det(xI, + B)
= det(z], + B) det|[(zI, + B) "' + A]
= det[(zl, + B)|[(zI, + B)~' + A]]



det[I,, + A(zI, + B)| = det[[(z], + B) "' + Al(zI,, + B)]
— det[(zl, + B) " + A det(x]n + B)
= det(x Iy, + B) det|(x I, + B) + A]
= det[(z],, + B)[(zI, + B)"' + A]
= det|I, + (xI, + B)A].



Obtemos que
det|I,, + A(xI, + B)| = det|I, + (xI,, + B)A].

para todos os x tal que det(xzI,, + B) # 0.



Obtemos que
det|I,, + A(xI, + B)| = det|I, + (xI,, + B)A].

para todos os x tal que det(xzI,, + B) # 0.

As funcoes

sdo polinomios em x, por isso se elas sdo iguais para um numero

infinito de valores de x, entdo elas sdo iguais para todos os x.



Obtemos que
det|I,, + A(xI, + B)| = det|I, + (xI,, + B)A].

para todos os x tal que det(xzI,, + B) # 0.

As funcoes

sdo polinomios em x, por isso se elas sdo iguais para um numero
infinito de valores de x, entdo elas sdo iguais para todos os x.

Para x = 0,

det(I,, + AB) = det(I, + BA).



Problema Seja A uma matriz de dimensdo n X n com entradas

reais. Demonstrar que

det(A® 4 I,,) > 0.



Problema Seja A uma matriz de dimensdo n X n com entradas

reais. Demonstrar que

det(A® 4 I,,) > 0.

Introduzimos a variavel x e consideramos o determinante



det(A? — 2°1,) = det[(A — 21p) (A + x1p))
= det(A — xIp) det(A + x1p,).



det(A? — 2°1,,) = det|[(A — xI,) (A + z1,)]
= det(A — xIp) det(A + x1p,).
Seja
Py(z) = (x = A)(@ — Ag) -+~ (@ — An)

o polinomio caracteristico de A.



det(A? — 2°1,,) = det|[(A — xI,) (A + z1,)]
= det(A — xIp) det(A + x1p,).
Seja
Py(z) = (x = A)(@ — Ag) -+~ (@ — An)
o polinomio caracteristico de A. Entdo o polinomio caracteristico

de —A €
P o=@+ ) (x+ X)) - (x+ A\p).



Obtemos que

det(A — x1I,) det(A + x1y)
= (M =)Ao —2) - (A —2) (A +2)(Ao+2) - (Ap + )



Obtemos que

det(A — x1I,) det(A + x1y)
=AM —z) A=) (A — )M +2)( Ao+ ) (Ap + )
=M —x)NM+x) =)Ao+ x) - (A —2)( A\ + )



Obtemos que

det(A — x1I,) det(A + x1y)
=AM —z) A=) (A — )M +2)( Ao+ ) (Ap + )
=M —x)NM+x) =)Ao+ x) - (A —2)( A\ + )
= (A =27\ —27) -+ (A, — 7).



Obtemos que

det(A — x1I,) det(A + x1y)
=AM —z) A=) (A — )M +2)( Ao+ ) (Ap + )
=M —x)NM+x) =)Ao+ x) - (A —2)( A\ + )
= (A =27\ —27) -+ (A, — 7).

Para x = 1 obtemos

det(A% + 1) = N+ 1D)(A5+ 1) - (A2 + 1)



Obtemos que

det(A — x1I,) det(A + x1y)
=AM —z)Qo—x) - (A — )AL+ @) (A2 +2) - (A + T)
=M —x)NM+x) =)Ao+ x) - (A —2)( A\ + )
= (A =2 ) (A3 —27) -+ (A — ).
Para x = 1 obtemos
det(A% + 1) = N+ 1D)(A5+ 1) - (A2 + 1)

Basta!



Obtemos que

det(A — xly,) det(A + z1y)

=M —x)NM+x)( M=) Ao+ x)---

<)\n — ZC)()\n —+ gj)

)

=M —2)do =) (A —2) (A +2) (Ao +2) - (A + )
)
2

= (A —22)(N5—a?) - (N2 = 2?).
Para x = 1 obtemos

det(A% + I,) = (AT + 1)(A\3 +

1)

(An +1)



Obtemos que

det(A — x1I,) det(A + x1y)
=AM —z)Qo—x) - (A — )AL+ @) (A2 +2) - (A + T)
=M —x)NM+x) =)Ao+ x) - (A —2)( A\ + )
= (A =2 ) (A3 —27) -+ (A — ).
Para x = 1 obtemos
det(A% + 1) = N+ 1D)(A5+ 1) - (A2 + 1)
SeAeR, A2 +1>0.



Mas se A ¢ R, A2 + 1 é um nidmero complexo.



Mas se A\ € R, \> + 1 é um nidmero complexo. Neste caso

observamos que cada valor propriu vem com seu conjugado.



Mas se A\ € R, \> + 1 é um nidmero complexo. Neste caso
observamos que cada valor propriu vem com seu conjugado.

Entdo na fatoracdo temos fatores de forma

D2+ D)+ 1)



Mas se A\ € R, \> + 1 é um nidmero complexo. Neste caso
observamos que cada valor propriu vem com seu conjugado.

Entdo na fatoracdo temos fatores de forma

DN+ 1) =+ DE+1)



Mas se A\ € R, \> + 1 é um nidmero complexo. Neste caso
observamos que cada valor propriu vem com seu conjugado.

Entdo na fatoracdo temos fatores de forma

Rr DN A=+ 1)E+ ) =(z+ 1)z 1 1).



Mas se A\ € R, \> + 1 é um nidmero complexo. Neste caso
observamos que cada valor propriu vem com seu conjugado.

Entdo na fatoracdo temos fatores de forma

(N> + 1)(X2+ H=C+1)Z+1)=(=+1)(z+1)>0.




Mas se A\ € R, \> + 1 é um nidmero complexo. Neste caso
observamos que cada valor propriu vem com seu conjugado.

Entdo na fatoracdo temos fatores de forma

(N> + 1)(X2+ H=C+1)Z+1)=(=+1)(z+1)>0.

Concluimos que
det(A® + I,) > 0.



Problema As coordenadas dos vértices de um cubo sdo niumeros

inteiros. Demonstrar que o comprimento da aresta do cubo é um

numero inteiro tambem.



Continuamos com aplicacées de determinantes em problemas de
geometria.

Problema As coordenadas dos vértices de um cubo sdo niumeros

inteiros. Demonstrar que o comprimento da aresta do cubo é um

numero inteiro tambem.



Continuamos com aplicacées de determinantes em problemas de
geometria.

Problema As coordenadas dos vértices de um cubo sdo niumeros

inteiros. Demonstrar que o comprimento da aresta do cubo é um

numero inteiro tambem.

Onde esta o determinante?



D

A(x1,y1,21), B(xo, y2, 22), C(x3, y3, 23), D(24, Y4, 24)



A(z1,y1, 21), B(z2,y2, 22), C(x3, Y3, 23), D(24, Y4, 24)
1 1 1 1
T Ty T3 Ty

Y1 Y2 Y3 Y4
<1 22 <3 *4

Volume(cubo) = +




A
D
A(x1,y1, 21), B(x2, Y2, 22), C(x3, y3, 23), D(24, Y4, 24)
1 1 1 1
Volume(cubo) = + B e P

Y1 Y2 Y3 Y4
f1 <22 <3 <4




Seja ¢ o comprimento da aresta. Ent3o

Volume(cubo) = (° € Z.



Seja ¢ o comprimento da aresta. Ent3o
Volume(cubo) = (° € Z.

Além disso



Seja ¢ o comprimento da aresta. Ent3o
Volume(cubo) = (° € Z.

Além disso



A=

Z,

e (2 ¢
Z,



PecZel’cy,
por ISso

(=0/* 7.



PecZel’cy,
por ISso

¢ =030 € Qll



PecZel’cy,
por ISso
(=030 € Qll

Mas também (2 ¢ 7.



PecZel’cy,
por ISso
(=030 € Qll

Mas também (> € 7.. Enti0( € 7.



PecZel’cy,
por ISso

(=030 € Qll
Mas também (2 € 7. Entdo ¢ € 7. QED.



Volume(cubo) = +

I 1T 1 1
L1 L2 L3 T4

Y1 Y2 Y3 Y4
<1 <2 <3 <4




ou

Volume(cubo) = +

Volume(cubo) = —

I 1T 1 1
L1 L2 L3 T4

Y1 Y2 Y3 Y4
21 29 23 24

1 1 1 1
T1 T T3 Ty

Y1 Y2 Y3 Y4
21 29 23 24




QOutro problema do mesmo tipo:

Problema Seja ABC' um triangulo com lados a, b, c, tal que a >

b> c. Sejam A, B, C' os comprimentos dos angulos. Demonstrar

que

a(C— B)+¢(B—A)+b(A—C)>0.



a(C—B)+c(B—A)+bA—-C)>0.
Sabemos que
a=2RsinA, b=2RsinB, c¢=2RsinC,

onde R é o raio do circulo circunscrito.



a(C—B)+c(B—A)+bA—-C)>0.
Sabemos que
a=2RsinA, b=2RsinB, c¢=2RsinC,
onde R € o raio do circulo circunscrito. Devemos provar que

sin A(C' — B)+sinC(B— A)+sin B(A—C) > 0.



Sabemos que
a=2RsinA, b=2RsinB, c=2RsinC,
onde R € o raio do circulo circunscrito. Devemos provar que
sin A(C'— B) +sinC(B— A)+sin B(A—C) > 0.
que € 0 mesmo que

CsinA— BsinA+ BsinC — AsinC + Asin B — Csin B > 0.



O grafico da funcio

f:10,71] =R, f(z)=sinx



(UN

O grafico da funcio

f:]0,7r] =R, f(z)=sinx




(U

O grafico da funcio

f:]0,7r] =R, f(z)=sinx

e também com o tridngulo o(A,sin A), B(B,sin B), ~v(C, sin C)



Area(af3y) =




p
CC
5
-
I 1 1
Area(afy) = | za g T
Ya Y3 Yvy

Aqui é importante a orientacdo do triangulo ABC', e por isso é

importante a forma do grafico.



1 1 1
Area(afBy)=| A B (C
sin A sin B sinC

Aqui é importante a orientacdo do triangulo ABC', e por isso é

Importante a forma do grafico.



1
A

1
B

1
C

sin A sin B sinC

= Area(a37)



1
A

1
B

1
C

sin A sin B sinC

= Area(a3v)> 0.



1 1 1
A B O |=Arealafv)>0.
sin A sin B sinC

Com a regra de Sarrus obtemos

1 1 1
A B C |=BsinC+CsinA+ AsinB — BsinA
sin A sin B sinC

—(C'sinB — AsinC.



1 1 1
A B O |=Arealafv)>0.
sin A sin B sinC

Com a regra de Sarrus obtemos

1 1 1
A B C |=BsinC+CsinA+ AsinB — BsinA
sin A sin B sinC

—(C'sinB — AsinC.
Entao

BsinC+CsinA+ AsinB— BsinA—CsinB — AsinC > 0.



Problema Demonstrar que nao existem quatro pontos no plano tal

que as distancias entre eles sejam numeros inteiros impares.



Problema Demonstrar que nao existem quatro pontos no plano tal
que as distancias entre eles sejam numeros inteiros impares.
(1993 William Lowell Putnam Mathematical Competition)



Problema Demonstrar que nao existem quatro pontos no plano tal

que as distancias entre eles sejam numeros inteiros impares.
(1993 William Lowell Putnam Mathematical Competition)

Livros:

e The William Lowell Putnam Mathematical Competition, 1985-
2000, Kiran Kedlaya, Bjorn Poonen, Ravi Vakil, MAA, 2002.

e Putnam and Beyond, Razvan Gelca, Titu Andreescu, Springer,
first edition 2007, second edition 2017(7).



Problema Demonstrar que nao existem quatro pontos no plano tal

que as distancias entre eles sejam numeros inteiros impares.

Vou apresentar a solucdo de Manjul Bhargava.



Fields Medal (Medalha Fields) 2014



Fields Medal (Medalha Fields) 2014

e Artur Avila



Fields Medal (Medalha Fields) 2014
e Artur Avila (Brasil)



Fields Medal (Medalha Fields) 2014
e Artur Avila (Brasil)

e Manjul Bhargava



Fields Medal (Medalha Fields) 2014
e Artur Avila (Brasil)

e Manjul Bhargava

e Martin Hairer



Fields Medal (Medalha Fields) 2014

e Artur Avila (Brasil)
e Manjul Bhargava
o Martin Hairer

e Maryam Mirzakhani



Problema Demonstrar que nao existem quatro pontos no plano tal

que as distancias entre eles sejam numeros inteiros impares.



Volume(paralelepipedo) = +

I 1 1 1
L1 L2 X3 X4

Y1 92 Y3 Y4
<1 22 <3 <4




Volume(paralelepipedo) = +

1 0 0 0
r1 To— T T3 — T T4 — X

Y Y2 — Y1 Y3 — Y1 Y4 — Y1
21 29— 21 23— 2] 24— 21




Volume(paralelepipedo) = =+ det(v7, v3, v3)



Volume(paralelepipedo) = = det(v7, v3, v3)

Sejam A, B,C, D o quatro pontos.



Volume(paralelepipedo) = + det(v7, v5, v3)
Sejam A, B,C, D o quatro pontos, e

— — —
vl = AB,v3 =

C,vs = AD.



Volume(paralelepipedo) = + det(v7, v3, v3)
Sejam A, B, C. D o quatro pontos, e

ol = AB, 75 = AC, 13, = AD.

Devemos provar que é impossivel que o paralelepipedo formado com

vf, vﬁ, v§ tenha volume igual a zero, e que AB, AC', AD, BC,

BD, C'D sejam ndmeros impares.



Volume(paralelepipedo) = + det(v7, v3, v3)

Seja

M = (2]1)7 U2>7 U3>)



Volume(paralelepipedo) = = det(v7, v3, v3)
Seja

M = (1,3, v3).

e V' o volume do paralelipedo.



Volume(paralelepipedo) = = det(v7, v3, v3)

Seja

M — (/Uf7 /U2>7 U3>>°

e V' o volume do paralelipedo.

Porque

det(MT M) = det(MT) det(M) = det(M)? = V>...



vy - U1, U1 - U2, U] - U3
V? = det(MTM) =det | v3-v],v3 - v3,03 - U3

v3 - V1, V3 * V9, V3 - U3




vl - V1, V] - V2, U] - U3
V2 = det(MTM) = det | 537,75 - 53, - 0

v3 - V1, U3 - U2, U3 - U3

A lei dos cossenos

) 2 )
205 - v = [[97117 + [[ogl1* = lloj — vgll~



Obtemos que

202 a2+b2—22@2+02—92
V% = a + b — y? 2b? b2+ 2 — 22|,
a2+ 22 B2 g2 92
onde
a=vil, b=|uvsll, c=]|u3l,

— = — = PYSG g
= |lvs —w3ll, y=Iv3—ovill, z=|vi—w



Obtemos que

2a° a’ +b* — 2% a® + & — y?
V% = a + b — y? 2b? b2+ 2 — 22|,
a’ +c —y? V2 +cf —a? 2c?
onde
a=vill, b=, c=|uvsll,
— = — = PYSG g
= |vs—u3ll, y=|vi—vil, z=|vi—0v.

E agora trabalhamos modulo 8.



Sen é impar, n = 2k + 1,



Sen é impar, n = 2k + 1,
n’ = (2k+1)> = 4k* + 4k + 1



Sen é impar, n = 2k + 1,
n? = (2k +1)° = 4k* 4+ 4k + 1= 4k(k + 1) + 1.

O ndmero 4k(k + 1) € um mdltiplo de 8.



Sen é impar, n = 2k + 1,
n? = (2k +1)° = 4k* 4+ 4k + 1= 4k(k + 1) + 1.

O ndmero 4k(k + 1) é um multiplo de 8. Por isso o quadrado de

um numero impar € igual a 1 modulo 8. Obtemos que

211
8V2=1121|=4(mod 8)
112




Sen é impar, n = 2k + 1,
n? = (2k +1)° = 4k* 4+ 4k + 1= 4k(k + 1) + 1.

O ndmero 4k(k + 1) é um multiplo de 8. Por isso o quadrado de

um numero impar € igual a 1 modulo 8. Obtemos que

211
8V2=1121|=4(mod 8)
112

e por isso V2 = 0.



Problema Provar que existe um namero infinito de pontos

P 3, P o, Py, Ry, P, Po, P,

no plano, com a propriedade seguinte: Para cada tres numeros
inteiros distinctos a, b, c, os pontos P, P}, P. sejam colineares se

e sO se

a-+b+c=2014.



Problema Provar que existe um namero infinito de pontos

P 3, P o, Py, Ry, P, Po, P,

no plano, com a propriedade seguinte: Para cada tres numeros
inteiros distinctos a, b, c, os pontos P, P}, P. sejam colineares se

e sO se

a-+b+c=2014.
(USAMO 2014)



x — x — 671 transforma a condicdo de colinearidade: F,, F), P,

sejam colineares se e sO se
a—+ b+ c=2014;
em: Py, Py, P sejam colineares se e so se

a+b+c=1.



E natural procurar um modelo polinémico Py(p(x), q(x)) para as

coordenadas dos pontos. A condicao de colinearidade é

11 1
Area(Py Py Fe) = | p(a) p(b) p(c)| = 0.
q(a) q(b) q(c)




Desenvolvemos o determinante e obtemos
0 = Area( P, P, P,)
= p(a)q(b) + p(b)g(c) + p(c)g(a) — pla)g(c) — p(b)g(a) — p(c)q(b)






p(a)q(b) + p(b)g(c) + p(c)g(a) — pla)q(c) — p(b)g(a) — p(c)q(b) = 0.

Este deve acontecer se e so se a+b-+c = 1, ou se dois dos niumeros

a, b, c sdo igualis.



p(a)q(b) + p(b)g(c) + p(c)g(a) — pla)q(c) — p(b)g(a) — p(c)q(b) = 0.

Este deve acontecer se e so se a+b-+c = 1, ou se dois dos niumeros

a, b, c sdo iguais. Entdo o lado esquerdo, que € um polinomio em

a, b, c, deve ser de forma
(a+b+c—1)(b—a)(c—>b)la—c)R(a,b,c),

onde R(a,b,c) é um polinomio.



p(a)q(b) + p(b)g(c) + p(c)g(a) — pla)q(c) — p(b)g(a) — p(c)q(b) = 0.

Este deve acontecer se e so se a+b-+c = 1, ou se dois dos niumeros

a, b, c sdo iguais. Entdo o lado esquerdo, que € um polinomio em

a, b, c, deve ser de forma
(a+b+c—1)(b—a)(c—>b)la—c)R(a,b,c),

onde R(a,b,c) é um polinomio. Podemos tentar o caso mais sim-
ples,

R(a,b,c) = 1.



Py(p(z), q(x)):

Os polinomios p(x) y q(x) ndo podem ser quadraticos, porque

neste caso os termos de grau 4 na expressao

pla)q(b) + p(b)q(c) + p(c)qla) — pla)q(c) — p(b)g(a) — p(c)q(b)

cancelam-se completamente, mas a expressdo
(a+b+c—1)b—a)lc—>b)a—-c)

tem termos de grau 4.



Py(p(z), q(x)):

Os polinomios p(x) y q(x) ndo podem ser quadraticos, porque

neste caso os termos de grau 4 na expressio

p(a)q(b) + p(b)q(c) + p(c)qla) — pla)q(c) — p(b)g(a) — p(c)q(d)

cancelam-se completamente, mas a expressdo
(a+b+c—1)b—a)lc—>b)a—-c)

tem termos de grau 4. Por isso p(x) de grau 1 e q(x) de grau 3.

Podemos escolhar p(x) = x.



Px(p(ﬂi), (](x»
Portanto devemos ter

(c = b)Q(a) + (a = )Qb) + (b — a)Q(c)
=(a+b+c—1)b—a)(c—0b)(a—c).



Py(p(z), q(x)):

Portanto devemos ter

(c = b)Q(a) + (a = )Qb) + (b — a)Q(c)
=(a+b+c—1)b—a)(c—0b)(a—c).

Seja Q(x) = z° 4 ax’ + Bx + 7,



Py(p(z), q(x)):

Portanto devemos ter

(c = b)Q(a) + (a = )Qb) + (b — a)Q(c)
=(a+b+c—1)(b—a)(c—0b)(a—c).

Seja Q(z) = x> + ax® + Sz + v, observamos que a parte linear de
(Q)(x) cancela-se na equagdo, por isso podemos escolhar

Q(z) = z° + ax’.



Py(p(z), q(x)):

Portanto devemos ter

(¢ =b)Q(a) + (a = c)Q(b) + (b — a)Q(c)
=(a+b+c—1)b—a)(c—b)(a—c).

Seja Q(z) = x> + ax® + Sz + v, observamos que a parte linear de
(Q)(x) cancela-se na equagdo, por isso podemos escolhar

Q(z) = z° + ax’.

Paraa=0,0=—1,c =1 obtemos

—20(0) = Q(~1) = Q(1) = 2

entao o« = —1.



Obtemos que a familia de pontos
P, = (n— 671, (n—671)° — (n — 671)?).

satisfaz a condicdo que para cada tres numeros inteiros distinctos

a, b, c, os pontos P, Py, P. sdo colineares se e so se

a+ b+ c=2014.



Problema Sejam A e B matrized de dimencdo 3 X 3 matrices.

Demonstrar que

tr((AB — BA)?)

det(AB — BA) = ;



Teorema Cayley-Hamilton Cada nxn matriz A satisface sua equacao

caracteristica
onde P4(\) = det(\Z,, — A).



O Teorema Cayley-Hamilton da-nos
(AB — BA)? + aj(AB — BA)? + a9(AB — BA) + a3Z3 = O,
onde

det|\I5 — (AB — BA)| = A’ + al)\z + as A + as.



O Teorema Cayley-Hamilton da-nos
(AB — BA)? + aj(AB — BA)? + a9(AB — BA) + a3Z3 = O,
onde
det[\[5 — (AB — BA)] = A% + a1\ + ag) + as.
Neste caso

a1 = —trlAB — BA) e a3 = —det(AB — BA).



(AB — BA)? — tr(AB — BA)(AB — BA)? + ay(AB — BA)
— det(AB — BA)I3 = Os,



tr(AB — BA)’] — tr{AB — BA)a;tr[(AB — BA)?]
+astr|(AB — BA)| — det(AB — BA)tr(Z3) = Os,



tr(AB — BA)’] — 3det(AB — BA) = 0.



Seja SL(2,C) o grupo dos matrizes de dimencdo 2 X 2 cujos

determinantes sao iguais a zero:

SL(Q,(C){(Z Z) adbcl}.



Seja SL(2,C) o grupo dos matrizes de dimencdo 2 X 2 cujos

determinantes sao iguais a zero:

SL(2,C) = {(Z Z) adbcl}.

Theorema Sejam A, B € SL(2C). Entdo

t{AB) — (trA)(trB) + tfl AB™') = 0.



Problema Demonstrar que ndo existem matrizes A e B de di-

mencao 2 X 2 tal que o comutador
C=|A,B)=AB - BA
é nozero e AC = CA, BC =CUB.



Problema Demonstrar que ndo existem matrizes A e B de di-

mencao 2 X 2 tal que o comutador
C=|A,B)=AB - BA
é nozero e AC = CA, BC =CUB.
(American Mathematical Monthly)



Supor que C' existe.



Temos

AB? — BA® = (AB — BA)B + B(AB — BA) = CB + BC = 2BC.



Temos
AB? — BA® = (AB — BA)B + B(AB — BA) = CB + BC = 2BC.

Seja
Pg(\) = N 4+r)\+s.



Temos
AB? — BA® = (AB — BA)B + B(AB — BA) = CB + BC = 2BC.
Seja
Pg(\) = N 4+r)\+s.

Pelo teorema Cayley-Hamilton

P(B) = 0.



Temos
AB? — BA® = (AB — BA)B + B(AB — BA) = CB + BC = 2BC.
Seja

Pg(A\) = A2+ 7rA+s.
Pelo teorema Cayley-Hamilton
Pp(B) = 0.

Entao

Oy = APg(B) — Pg(B)A = AB> — B°’A+ r(AB — BA)

=2BC +1rC.



Oy = APg(B) — Pg(B)A = AB> — B°A+ r(AB — BA) = 2BC + rC.
Porque AC =CB e BC =CB
Oy = A(2BC +rC) — (2BC + rC)A = 2(AB — BA)C = 2C°



Oy = APg(B) — Pg(B)A = AB*> — B°A+ r(AB — BA) = 2BC + rC.
Porque AC = CB e BC = CB

Oy = A(2BC +rC) — (2BC +rC)A = 2(AB — BA)C = 2C>.

Por isso C? = Os.



C? = O

Numa base

) «
00



C? = O

Numa base

- (35)

Entdo C comute s6 com polinomios em C'.



C? = O

Numa base

- (35)

Entdo C comute s6 com polinomios em C'.

Se A=Q(C) e B= R(C) entdo C' = Os.



C? = O

Numa base

- (35)

Entdo C comute s6 com polinomios em C'.

Se A=Q(C) e B= R(C) entdo C = Oy!!



Mais problemas



Problema Determinar todos os niimeros no interval |—2015, 2015]
que podem ser iguais a um determinante de dimencao 11 X 11 com

elementos iguais a 1 ou —1.



Problema Demonstrar que

(2% +1)? (zy +1)° (w2 + 1)
(wy+ 172 (P +1)% (2 +1)? | =20y — 2)’(z — 2)(z — y)”.
(22 +1)? (yz +1)? (22 +1)?




Problema Sejam p < m numeros inteiros positivos. Demonstrar

que
™o ()
() () e (R |
() () ()




Seja (Fy,)n a sequéncia de Fibonacci: Fy =0, F| =1, 11 =
Fn ‘|‘ Fn_l.

Theorema de Cassini

EFpi1Fq — F2=(=1", paran>1.



Problema Seja n um numero inteiro positivo impar e A uma ma-

triz de dimencdo n X n tal que A2 = O, ou A? = T,,. Demonstrar

que

det(A + Zy) > det(A — ).



