Using the Jordan Decomposition to Find the Matrix
Exponential

>

> restart;

> with(LinearAlgebra):

>

>

>

Consider the systewi= Ax, whereA is the matrix

> A = Matrix([[22, =12, -23, -13, -31], [19, -10, 21, -12, -28]
, [68, —83, 21, -1, 71], [-54, 82, -25, 0, -80], [-14, 24, -12,
-3, —29]]);

22 —12 —23 —13 —31|

19 -10 —21 —-12 -28

A=| 58 —83 21 -1 71

—-54 82 —-25 0 —80

—14 24 —12 -3 —29

>
First, we find the eigenvalues and eigenvectow of
> Eigenvectors(A);

2][-200 10
2/|-200 10
2|-600-20
-1 700 20
-1 100 10

>

The eigenspace for eigenvalue 2 is one dimensional and the eigenspace for eigenvalue -1 is one
dimensional. The matrix is not diagonalizable.

The generalized eigenspace for 2 is the nullspace of

> B1:= (A-2)"5; 7 7
—2025 3078 —1053 —162 -—3078
—2025 3078 —1053 —162 -—3078

Bl:=| 12069 —15633 1377 —1134 9072

—12069 15633 —1377 1134 —9072

—4698 6237 —810 324 —4050

> bgl := NullSpace(B1);



114 || 34 || 69 |

31 31 31

106 || 24 || 56

byl = 31 31 31

0 0 1

0 1 0

1 0 0

>

For eigenvalue -1, the generalized eigenspace is the nullspace of
> B2 := (A+1)"5;

[ 2538 —1377 —2808 —1647 —3483 |
1890 —1134 —1998 —1242 —2268
B2:=| 324 —2673 3240 891 7047
1566 2268 —5967 —2133 —11502
27 567 —945 —351 —1782

> bg2 := NullSpace(B2),

(3| —1]

3| -1
bgz:={|0 || —1

0

1 0

>
Put these together in a matix

> bgl := convert(bgl, list);

69 || 34 || 114 |
31 31 31
56 24 106
bgl = || 31 31 31
1 0 0
0 1 0
0 0 1

> bg2 := convert(bg2, list);
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> P := <Matrix(bg1)|Matrix(bg2)>;
69 34 114
31 31 31

56 24 106
p._| 31 31 31

1 0 0O —-10
0 1 0 1 O
0 0 1 0 1

-1 3

-1 3

>
> d := DiagonalMatrix([2, 2, 2, -1, —1]);
200 0 O
020 0 O
d=1002 0 O
000-10
000 0 -1

>

The diagonalizable pagof A satisfiesSP = Pd, so
> S :=P.d.PN-1);

32 —27 —18 —12 —18|

30 —25 —18 —12 —18

S=| 39 —63 29 6 72
-39 63 —27 —4 72
-3 12 —-15 -6 -—28

>
Check thas commutes with\.
> A.S-S.A;




> N:= A-S;

>
Check thaN is nilpotent.
> NA75;

> N72; N*3; N™4;

[ —10
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19
—15

—-11
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~14
—2

-3 0
-8 —7
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0
0
-5 —1 —13|
—-10
-1
4 —8
3 -1
o
0
0
0
0
6
6
18
-7 -21
-3
o
0
0
0
0
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>

Thus,A=S+ Nis the Jordan Decomposition of A.

Now finde™. SinceS andN commute,e®=¢> "N = SN,

SinceS=PdP %, €5=pPd¥P* s0

> expd := DiagonalMatrix([exp(2*t), exp(2*t), exp(2*t), exp(-t),
exp(-1)]);
o 0 O

.
L0 0 0
0 & 0 0
0 0
0

()

e—t

o O O O

0
0 0 ¢t
> exps = P.expd.P*(-1);

11— 10et -9+ 96! -6'+6e! -4 tdel -6 46et
106"~ 10"  -8€'+9et -6 +6e" -4 +4et -6 66
exps:= | 13e”'—13e" -21'+21e" 1062t —9e" 26 —2et 24€'—24¢™
~13e” +13e! 216 —21et -9€ 496t -'+2et -24€ 4246

~flyet 4t —4et  5f'45et 2426t —9ft+10e™

>
Fore™ use the power series, remembering Kt 0.
> expn = IdentityMatrix(5)+t*N + (t*N)"2/2;

1—-10t—t* 15t  -5t+2¢ “t+ 1 ~13t+ 31
11t -2 1+15t -3t+2¢7 t? ~10t + 31

19t—3t -20t 1-8t+6£ -7t+3¢F “t+ 9t

epn = 7 7 21
-15t+ — £ 19t 2t_7£ 1+4t— L1 -8t— == ¢

2 2 2
) ) 2 10 . 32
e+ 5 ¢ 12t 3t_t 3t— S 1-t—t




>

Thus,

> expa = simplify(exps.expn);

expa:= [[11f'+ 't — P —10e ' —11e ', 2 t + 13 't — 9 +9e ™!, -6t + 26711

+ett—6e'+6e! -3 t+ P +2ett—4ef +4e! -9t +38 P —4ett—6€

+6et

[10' — 1P —10e ' —11e ', 2t +13e 't — 8 +9e !, -4t + 22 2 + e 't
—6e+6e! 2 t+f P +2ett—4f et -6t +3 P —4ett—66 + 66
I,

[13e*' -3t -3 P —13e ' +22e ', 6™t —26e 't — 216" +21e !, -6t + 66

—2et't+10eft—9e!, -3t + 38 P —dett+ 26— 26, -9t + 96 P +8e 't

+24€”t—24e7Y

2t 2
[—13e2t+7e2tt+ mTt +13et—22e 't -7t + 26t 21 — 21t -7

7e2tt2 t 21e2tt2

+4ett—et42et - 5 —8etlt—24e'+24¢™!

+2et't—9&t+9et -

e2t tZ

2

et +e_t—1le_tt, —e2tt+13e_tt+4e2t—4e_t, 28t — P +ett—5¢€!

ﬁ +2e_tt—2e2t+2e_t,3e2tt— ﬂ
2 2

> map(collect, expa, [exp(2*t),exp(-1)]);

[[(t—t?+11) €'+ (-10—11t) e, (2t—9) '+ (13t +9) e, (22— 6—61) €'+ (6
+tyet (P—4—-3t) €'+ 4+2t) el (32 —6—-91) €'+ (6 —4t) e'!],
[(10—1°) €'+ (-10—11t) e, (2t—8) '+ (13t +9) e (2P —6—4t) €' + (6
+tyel (P—4—2t) '+ 4+2t) e (3P—6—-61) '+ (6—4t) e''],
[(-3t—3t°+13) '+ (22t —13) e, (6t —21) €'+ (-26t+21) €', (6t°+ 10—61) €
+(-9-2t)e’ (3 +2-3t) '+ (-2—4t) e (9P +24—91t) '+ (-24+81) el],

+5e_t,e2tt— —4ett—9&t+10e™

[(7t+ % t2—13) A (—22t4+13) et (-7t+21) L (26t —21) et (72 —9) &

21
2

¢
2

+(2t+09) e_t,(

—1) €+ (4t +2) e‘t,( —24) 4 (-8t+24) e’

[(-1+t§j Elr1—1tel (-t+4) €+ (13t—4) et (-P—5+21) €1+ (5

+t) e’ (—%tz—z-l—t) e+ 242t e, (—%t2—9+3tj €4 (10—4t) e

Letx0 be the initial conditon for the solution xdf= Ax.
> X0 := Vector(5, symbol=c);



>

X0 :

I
§

The solution then is
> xsol := expa.x0;
xsol := H(lleZt-i—eZtt—eZttZ—10e‘t—11e_tt) c, + (2€®'t+13e't—9€& +9¢e™) c,+ (

>

eftt+28 P +ett—66f+6e ) c+ (-3e't+'P+2ett—at+4e™) c,+ (
9&tt+3' P —4ett—66 +6e ) 05]

[(1Oe2t—e2tt2—10e‘t—11e_tt) ¢, + (2"t +13e't—8€ +9e ") ¢, + (-4€'t

2t .2

+2¢ 2

Pre't—6e'+6e") e+ (-2 t+e'C+2e't—4e +4e") ¢, + (-6€"t
+3&'t"—4e't—66" +667) i,
[(186" -3¢t —3€" ¢ —13e ' +22e 't) ¢, + (66" t —26e 't — 21" +21e ™) ¢, + (

6eftt+6 P —2ett+10e2'—0e™) e+ 3t + 3 P —4ett+26 —2¢) c,

+(-9€'t+9& P +8e ' t+246 —24¢e™)
2t 2
[(—13e2t+7e2tt+7eTt +13e“—22e‘ttj c,+ (-7 t+26e't+21€ ~21e") c,
2t 2 2t 2
+ (-7 +2e"'t—9€" ' +9e") ¢, + (— ret +4e_tt—e2t+2e_tj c,+ (—21%

—8e't—24&" +24 e't) 05]

ot .2
[(—ezt—i— e2t +e_t—11e_tt) cl—i—(—eztt+13e_tt+4e2t—4e_t) c,+ (2t — &t

e2t t2

2

3t
2

+e't-5e"'+5e") ¢+ (eZtt— +2e_tt—2e2t+2e_tj c,+ (BeZtt—

—4ett—9et+ 10e_t) 05}

Let’s check.
> xsolprime := map(diff, xsol, t);

2t .2

xsolprime := [[(23e2t—2e f—e'+11e't) ¢, + (4€'t—16€" —13e 't +4e") ¢, + (

-8e't—18€' +4€' P —e't—5e ") o+ (-4t — 11 + 2 P —2e't—2e ) ¢,



+(-126"t—216 16 +4e ' t—10e7) i,

[(20e2t—2e2tt2—2e2tt—e_t+11e_tt) e, + (4e't—14€" —13e "t +4e") ¢, + (
4e't—16€' +4€ P —e't—5e ") o+ (-2€ t— 10" + 28 P —2e 't —2e ) ¢,
+(-6€'t—18¢' + 6 +4e 't —10e ") ¢

[(236"' 126" t—6&'* +35e ' —22e ') ¢ + (126"t —36€° + 26e 't —47¢e ) ¢,

+ (146 + 128 P +2ett+7¢€ ") c+ ('+6e' P +aett—2e") c,+ (39¢

+18¢"'* —8e 't +32e7) i,
[(—19e2t+21e2tt+7e2tt2—35e_t+22e_tt) c,+ (-14€'t+35¢" —26e "'t +47e") c,
+ (-14'P—14't—2ett—7e'— 186 c+ (-7 P —7t—dett+2¢e™
—2&) ¢+ (-21€' ¢ — 21" t+8e 't —32e ' —48¢€”) i,
[(—2e2t+e2tt2+e2tt—12e_t+11e_tt) ¢, + ( 2&tt+ 76 —13ett+17eY) c,
T+ (2&'t—8t—2&' P —ett—4e") c+ (lt—3e' = —2ett) c,+ (3t
—15¢" -3 +4e't—14e) ]

> xsolprime — A.xsol;

HlZ(—4e2tt+2e2tt2+e_tt—6e2t+6e_t) c,t12(-2&'t+e'P+2e't—4e +4ael) g,
+12(-6t+3€ " —4e't—6€"+6e") g +23(13¢" —3€ t -3~ 13
+22e"'t) ¢, +23(6€ t—26e "t —21" +21e") ¢, + (23’ — 26" P —e"
+11e't) ¢ + (4€'t— 166" —13e 't +4e ) ¢, + (-8 t — 18 + 4 P —e 't
—5e") g +23(-6"t+6€ *—2e t+106" —9e") g +23 (-3t +3€"F
—4e't+2e" —2e ") ¢, +23(-9" t+9& P +8e ' t+246" —24e") ¢ +13 (-13e2t

2t 2
17+ 7ezt

+13e‘t—22e“tj c, +13(-7€' t+26e " t+216" —21€™") ¢, + 13
7 +2ett—9et +9e) c+ (-4&'t—11' + 2P —2ett—2e") c,+ (

~12e't 21 6 P +aett—10e ") o+ 12 (2t +13e 't -8 +9e ) ¢,

7 22
2

2t .2
+13(— +4e‘tt—e2t+2e‘tj c4+13(—21%t —8e‘tt—24e2t+24e‘t) G



e2t t2

2

+31 (-e2‘+ +e‘t—11e‘ttj ¢, +31(-'t+13e't+4e —4e") c,+31 (26"t

2t 2
—&'P+e't-5¢"+5e") ¢, +31 (eZtt— % +2e_tt—2e2t+2e_t] c, +31 (SeZtt

2t,2
= ?’eTt —4e“t—9e2t+10e“j G —22(-9€'t+3' ¢ —4e't—66'+6e")
—22(-3't+e' P +2e't—4e +4e") c,—22(-6& t+2e P +e't—66"
+6e") c;—22(2€" t+13e 't -9 +9e ") ¢,— 22 (11 + &'t — &' — 10e™

—11e't) ¢ +12 (10 —&'* —10e ' — 11e't) ¢ ],

10(-4't+2& P +e't—6€"'+6e") g +10(- 2 t+&€' P +2e t—4¢"
+4e')c,+10(-6t+3 " —4e't—66&"+6e") ¢ +21 (136" — 3™t -3

—13e"'+22e"t) ¢, +21 (66t —26e 't — 216 +21e ") ¢, + (206" — 2 ¥ — 26"t

2t

—e'+11e't) ¢+ (4 t— 14 —13e "t +4e ") o, + (-4t — 166 +4 P —e

t
—5e ") ¢+ (-2&'t—10e?' +2& P —2ett—2¢e") c,+ ( 6t — 18’ + 68

+ae't—10e") g +21(-66t+66 ¢ —2e " t+106 —9e ") c;+21(-3€"t

+3&' P —ae't+2&" —2e") ¢, +21(-9€ 't +9€ P +8e t + 246" — 247"
2 2t

+12 (—13e2t+7e2tt+ A

+13e“—22e‘ttj c,+12(-7€'t+26e " t+21¢€"

—21e) ¢, +12(-7'P+2e't -9 +9e") ¢, +10(2€ t +13e 't — 8!

21
2

B 7e2tt2

aaty 2t
5 8e t—24¢

+9e‘t)cz+12( +4e_tt—e2t+2e_tj c4+12(—

eZt t2

2

+24e_tj 5+ 28 (—e2t+ +e_t—11e_ttJ c,+28(-¢'t+13e't+4€ —4e) ¢,

+28(2e't— ' +e't—56"'+5e") ¢, +28 (eZtt— ez;z +2e_tt—2e2t+2e_tj Cy

3P
2

+6e") c5—19(—3e2tt+e2tt2+2e_tt—4e2t+4e_t) c4—19(—6e2tt+2e2tt2+e_tt

2t .2

+ 28 (3e2tt— —4e_tt—9e2t+10e_tj g —19(-9€'t+3& ¥ —4e't—6€"

—66'+6e") c;—19(26"t+13e't—9€ +9e ") ¢, — 19 (11" + &'t — &'
—10e"'—11e"t) ¢, +10(10€" — &' — 10— 11e7't) A



(126"t —36€" +26e't—47e ") c,+83 (-4 t+2e" P +e't—6€"+6e ") c
+83(-2¢"t+e&'C+2e't—4e +4e") ¢, +83(-6€t+3" " —4e't—6¢"

+6e") g—21 (13" —3€ t—3€& ¥ —13e " +22e"t) ¢, — 21 (6 t —26€ 't — 21"

+21e") ¢, + (14 '+ 12 P +2ett+ 7€) c+ (16 P+4aett—2e") C,

+ (39" +18¢”'* —8e 't +32e ") ¢ —21(-6€t+66 ' —2e ' t+ 106 —9¢e ) c,

—21(-3€"t+3€' P —4e't+2e —2e ") ¢,—21 (-9 t+ 9 ¥ +8e 't + 246"

76

—24e") o5+ [—13e2t+7e2tt+ +13e“—22e“tj c,+ (-7€ t+26et

+216' —21eY) o, + (-7 P +2e ' t—9€ +9e ") ¢+ (23 — 12€° t — 6 €'

2t .2
7€t -t
4
5 +4e

2t .2
et -t
+e
2

t_eZI

+35e "' —22e"t) ¢, +83(2€"'t+13e't— 8 +9¢e ) ¢, + (

21
2

+2e‘tj c4+( 8e‘tt—24e2‘+24e“Jc5—71(-e2t+

—11e_tt] c,—71(-€'t+13e't+4e —4e") ¢, 71 (2t~ P +e't—5¢€"

eZt t2

-t 2t -t 2t -t 2t 3
+5e )03—71(e t— 5 +2et-2¢" +2e jc4—71(3e t— >

—4elt

—9e2t+10e_t) s—58(-9€'t+3e ¢ —4e't—6€&"'+6e") ;—58(-3€ t+&F

+2e't—4e' +4e") c,—58(-6€ t+2e" P +e't—66"+6e") c;—58 (26t

+13e't—9e"'+9e") ¢, —58 (11" + &'t — &' —10e" — 11e"t) ¢, + 83 (10€™
2t

—&'f—10e'—11et) ¢ |

[(-14e2tt+35e2t—26e‘tt+47e“) o+ (-14€'¢ —14€'t—2e 't —7e "'~ 186" c,
—82(-4't+2&'P+e't—6€"+6e") c,—82(-2& t+ e P +2e 't — 4"
+4e')c,—82(-6€"t+3" P —4e't—66" +6e") ¢ +25(13¢" — 3 t— 36

—13e'+22e"t) ¢, +25(6€ 't —26e 't —21" +21e ") ¢, + 25 (-6 €t + 6

—2e't+10€" —9e ") ¢, +25(-3€ t+3e P —4e't+2e" —2e") ¢, +25(-9€t



+9 P +8et+24€" —24e") g+ (-21€' ¢ 21 t +8e 't —32e ' — 486 ¢

+ (-7 -7 t—4e't+2e"' 26" c,—82(2¢ t +13e 't -8 +9e7) ¢,

eZt t2

+80 (—eZt-i— +e“—11e“tj c,+80(-&'t+13e't+4€" —4e") c,+80(2€"t

eZt t2

2

2t.2

—&'P+e't—5¢"+5e") c,+80 (eZtt— +2e_tt—2e2t+2e_tj c,+80 (3e2tt

2t .2
— 362 t —4e_tt—9e2t+10e_tj c;+54(-9€'t+3& P —4e't—66"+6e")
+54 (-3 t+e'C+2e't—4e” +ae") c,+54 (-6 t+2" P +e ' t—6€"
+6e") g +54 (2 t+13e"t—9€ +9e ) ¢, +54 (11 + €'t — ' — 10e”

—11e't) ¢, —82 (106’ —&'* —10e ' —11e't) ¢, + (-19€ + 21t + 7€' * —35¢"

-t

+22e ') cl},
[(—2e2t+e2tt2+e2tt—12e_t+11e_tt) o, + (-2&'t+7e"—13e"t+17e") ¢,
+(2e2tt—8e2t—2e2tt2—e_tt—4e_t)c3+(eZtt—3e2t—e2tt2—2e_tt) c4-|—(3e2tt
15" -3 P +4e't—14e") 24 (-4 t+2& P +et—6€ +6e7)
—24(-2&"t+e&'C+2e't—4e +4e") c,—24(-6€t+3 P —4e't—6¢"
+6 —t) 2t 2t 2t 2 -t -t 2t -t 2t

') +12(13e -3 t—3€e 't —13e +22e 't) ¢, +12(6€ t—26€ 't —21¢

+21eY) ¢, +12 (-6 t+6€ ¢ —2e " t+106" —9e ") g+ 12 (-3t + 36"

—4e't+2&" —2e") ¢, +12(-9€ t+ 9" P +8e 't + 246" —24e") ¢ +3 (—13e2t

7 e2tt2

+76 t+ +13e‘t—22e“tj e, +3 (-7 t+26e"t+21€" —21e") ¢, +3 (

2t 2
—7e2tt2+2e_tt—9e2t+9e_t)03—24(2e2tt+13e_tt—8e2t+9e_t)c2+3[—7e2t
2t .2 2t 2

+4e_tt—e2t+2e_tj c4+3(——212 t —8e_tt—24e2t+24e_t]c5+29(—e2t+ e2t

+e_t—1le_ttj cl+29(—e2tt+13e_tt+4e2t—4e_t) c,+29 (2t — '+ et —5¢6"

e2tt2 3 e2tt2 -t

+5¢e) 03+29(e2tt—? +2e“t—2e2‘+2e‘tj c4+29(3e2tt—T —4e’'t



—9e2t+10e_t) g +14(-9€'t+3 ¢ —4e't—6&" +6e") o +14(-3& L+

+2e't—4 +4e) q+14 (-6 t+2 P +e't—6€ +6e ") o+ 14 (267

+13e't—9e"'+9e") ¢, + 14 (11 + €t — ' — 106" — 11et) ¢, — 24 (10€"
—&'f—10e'—11et) )|

> simplify(%);

o O O O O




