UNA IDENTIDAD ALGEBRAICA Y LOS
DETERMINANTES CIRCULANTES

RAZVAN GELCA

Continuamos nuestra serie dedicada a problemas de olimpiadas rela-
cionadas a las matematicas avanzadas, con un problema propuesto por

el autor de este articulo para el concurso “Konhauser Problem Fest”
en 2014.

Problema 1. Sean a y b dos niimeros enteros que satisfacen a + b =
2014. Demuestre que el determinante

a® b 3ab -1

-1 a®> b 2ab

26 -1 a® —1?

0O b -1 a
es un multiplo de 61.

Para resolver este problema, sumamos la segunda, tercera y cuarta
columna a la primera para obtener

a4+ +3ab—1 b 3ab -1
a?+b*+2ab—1 a®> b 2ab
a?—v+2b—1 —1 a®> —b?
a+b—1 b -1 a
Observamos que
a? +b* +2ab— 1= (a+0b)* —1=2014> — 1 = 2013 x 2015
=61 x 33 x 2015
a?—b+2-1=a*~0b-1> =(@+b—1)(a—b+1)
=61x33(a—b+1)
a+b—1=2013 =61 x 33.
Lo que queda de demostrar es que a® + b® + 3ab — 1 es divisible por 61.

Denotemos ¢ = —1 para transformar esta expresién en a®+b3+c>—3abe.
En este momento podemos utilisar la factorizacion

a® + b+ —3abc = (a+ b+ c)(a® + b* + ¢ —ab—bc —ca). (1)

De aqui obtenemos que a® + b3 + ¢ = a® + b3 + 3ab — 1 es divisible por
a+b+c=a+b—1=2013 =061 x 33, y por que cada entrada de la
1
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primera columna es divisible por 61, concluimos que el determinante
es divisible por 61.

Regresamos a la formula (1). Claro que esta férmula se puede ver-
ificar por la multiplicacién directa de los factores en la parte derecha,
pero hay varios métodos mas elegantes para demonstrarla. Por ejemplo
si denotamos a + b = s entonces

a® + b + ¢ — 3abe = a® + b* + 3abs — 3abs + ¢* — 3abe
= (a+ b)* — 3abs + ¢* — 3abc
= s° — 3abs + ¢® — 3abc
= (s+¢)(s* + ¢® — sc — 3ab)
=(a+b+o)(a+b)?+c— (a+b)c— 3ab)
=(a+b+c)(a®+b*+c —ab—bc— ca).
Otra posibilidad es considerar el polinomio
Pt)=({t—a)(t—0b)(t—c)=1t"— (a+b+c)t* + (ab+ bc + ca)t — abe,

con raices a,b, y c¢. Sumando las tres igualdades P(a) = 0, P(b) = 0,
P(c) = 0 obtenemos

a®+0°+c —(a+b+c)(a®+ b+ )+ (ab+be+ ca)(a+b+c)
—3abc = 0.

Por tanto

a® +b* + ¢ —3abe = (a +b+c)(a® +b* + ) — (ab+ bc + ca)(a + b+ c)
=(a+b+c)(a*+b*+c —ab—bc— ca).

Pero la idea mas profonda, y con posibilidades de generalizacion, es
calcular el determinante circulante

a b ¢
c a b,
b ¢ a

en dos modos:
1. usando la regla de Sarrus:
a b c

c a bl=d+b+c—abec— abe — abe
b ¢ a
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2. sumando la segunda y la tercera columna a la primera y factor-
izando a + b+ c:

a b c a+b+c b c 1 b ¢
c a b|l=|ct+a+b a b|=(a+b+c)|1l a b
b ¢ a b+c+a ¢ a 1 ¢ a

En la segunda situacion podemos tambien sumar la segunda columna

multiplicada por la raiz de la unidad € = —% + Z? y la tercera multi-

plicada por €2 = —% — z‘/Tg a la primera para obtener

a b c a+eb+e*c b ¢ at+eb+e*c b ¢
c abl|=|ctea+eb a b ela+eb+e€*c) a b
b ¢ a b+ec+ea ¢ a Ela+eb+e¥) ¢ a
1 b ¢

=(a+eb+ée*c)| € a b

€ ¢ a

De mismo modo, trabajando con € en lugar de ¢, obtenemos

a b c 1 b ¢
c abl=(a+eb+e)| e a b
b ¢ a € Cc a
De aqui no es dificil deducir que
a b c
c a bl=(a+b+c)a+eb+eic)(a+ b+ ec). (2)
b ¢ a

Esta féormula se puede generalizar para todos los determinantes circu-
lantes de forma siguiente

Qo ap as

Ap—1 L
n—
ap-1 Qo Qi Ap—2 j (n—1)j
:H(a0+6a1+---+6 an_1),
: o
a; Gz ag --- Qo

donde € = cos %’r +isin 27” La primera demonstracion de esta identidad
fue publicada por Luigi Cremona en [2]. La demonstacién de Cremona
utilice la matriz de la transformada de Fourier discreta

1 1 1 e 1
) 1 € €2 et
2 4 2(n—1)
F.= 1 € € €
N :
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Si denotamos f;(t) = Z?;g a;t?, entonces

ap a1 - Qp-1 1 c 6nl—l
Ap—1 Go - (p—2 o L 1 & ... gm-1
: vn
ap  Qaz ap 1 nl ... n-1)?
fQ)y  f(e) flerh)
| 1) e ()
~Vn : :
f1) ef(e) eV fen )

, , woo 0
n—1 0 fE 0
B O ¢ 0 0 0
vn | : L :
w1 (1) P : :

e ‘ (I (G

Tomando determinantes y utilizando el hecho de que la transformada de
Fourier es invertible y por tanto el determinante de su matriz es distinto
a cero, obtenemos la férmula de Cremona. Este calculo demuestra que
la transformada de Fourier discreta diagonaliza la matriz circulante.
La relacion entre matrices circulantes y la transformada de Fourier
discreta es el motivo por que los matrices circulantes son importantes
en telecomunicaciones y en procesamiento de senales.

Volviendo a la férmula (2), observamos que el grupo de permuta-
ciones que actua en las filas del determinante es el grupo ciclico con
tres elementos, S3 = {1, p, p’}. Observamos tambien que hay tres ho-
momorfismos de este grupo en el grupo multiplicativo de los numeros
complejos no iguales a cero:

x;j:S3 — C\{0}, ;=012

definidos por x;(p) = €/. Los tres homomorfismos forman un grupo el-
los mismos (con la operacién de multiplicacién); denotemos este grupo

Ss. En este caso la formula (2) se puede reformular como

=[] x(Wa+ x(p)b + x(p*)c).

a b
c a
b ¢ €5

[SER~ e

Motivado por problemas de teoria de nimeros, Richard Dedekind
generalizé esta identidad de forma siguente. Dado un grupo finito
abeliano G' = ¢1, g2, . . ., gn, consideremos una sequencia agy, , @, , - - . , aq

n*
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Definamos el determinante det(a,, gkﬂ), cuyo jk entrada es a, 1. Dedekind
demostro que

det(agjggl) = H ZX(Q)%

xeG \9€G

donde G es el grupo de homomorfismos de G en C\{0}. Mencionamos
esta identidad de Dedekind aqui por su importancia como el punto de
nacimiento de la teoria de representaciones de grupos. Mas detalles de
esta historia se pueden hallar en el articulo de Keith Conrad [1].

Concluimos nuestra discusién con un ejemplo de problema que aparecié
en [3] y para cuyo solucién se puede aplicar la identidad (1):

Problema 2. Sean z,y, z nimeros reales distintos. Demostrar que
Vr—y+y—z+vz—x#£N0.
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